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応用範囲

• １変数：morphogen gradient

• ２変数：自発的パターン形成
• 多変数：ネットワークダイナミクス（の
複雑なやつ）
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反応拡散方程式

...この時点で理解をあきらめる人が多い。

u� = f(u) + D∇2u



必要な数学





2 + 3 =

5 × 8 =

15 − 9 =

18 ÷ 3 =



数値計算はOK.



d

dx
sinx =?

d

dx
x3 =?

d

dx
ex =?



df(t)

dt
= 2f(t), f(0) = 1

のとき

f(t) =?



解析もOK.



１変数の反応拡散系：
morphogen gradient



定義
• 領域は１次元
• u(x, t): Morphogen の濃度分布

• x:空間座標

• t:時刻
x



離散化
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反応項

dx

dy

合成

分解
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拡散項
dx

dy

m m + 1

隣からの流入によるMorphogen の濃度変化：

拡散係数 領域間での濃度勾配 領域の接する面積 時間

D × (
p(m + 1, n)− p(n)

dx
)× dy × dt



支配方程式＝
反応項＋拡散項

dx

dy

m m + 1

隣からの流入による!"#$%"&'()の濃度変化：

拡散係数 領域間での濃度勾配 領域の接する面積 時間

D × (
p(m + 1, n) − p(n)

dx
) × dy × dt

Figure 4: 拡散項は、拡散によるmorphogenの移動を表す。

となる。すると、ある時刻 ndt までの p の分布がわかっているとすると、次
の時刻 (n + 1)dtでの pの値を

p(m,n+1) = p(m, n)+(f(p(m,n))+D
(p(m + 1, n) + p(m − 1, n) − 2p(m,n))

dx2
)dt

(9)
を計算することで逐一求めることができる。この、反応項と拡散項をまとめ

たものを系の支配方程式と呼ぶ。

2.6 境界条件
空間的な相互作用を考える場合、領域の端の部分で何が起きているかをきちんと
定義する必要がある。この定義のことを境界条件という。これにはいくつかのや
り方がある。

• 両端がつながっている場合：組織が輪状になっている場合はこのようにな
るが、領域が十分広くて境界の効果がほとんどでない場合も用いることが
ある。周期境界条件と呼ぶ。

• 端からの物質の流出入はないと考える場合：たとえば limbでの AP軸を考
える場合、limb bud は上皮で覆われているので、基本的に外部への拡散性
の因子の流出はないはずである。これは Neumann 境界条件と呼ぶ。

• 端の部分から物質が一定の速度で流入していると考える場合：これは、sig-
nalling center を領域内の一部として定義するのではなく、境界条件として
定義する際に用いられる。
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求める値

ちょっと前の値 反応項 拡散項

時間



境界条件
1 2

3...

mt

周期境界条件 Zero-flux 境界条件

一定の流入がある場合
p(mt, n) = 0

p(0, n) = 1

固定境界条件



数値計算



連続の支配方程式

=B2+0.1*(1-B2+(C2-B2))

m = 2の場合

=C2+0.1*(-C2+B2+D2-2*C2)

m = 5の場合

=F2+0.1*(-F2+(E2-F2))

などである。このように、一つ上の列から次の列を自動的に計算できるよう
にしてしまうと、後はその列をコピーして一つ下の列にペーストしていく作業を
繰り返すだけで、繰り返し pの分布の計算を行ってくれる (Fig. 6)。
この表を使って、この系の挙動を見てみると、signalling centerのところから

morphogenの濃度が増えてきて、立ち上がった後はある一定の曲線に収束して
いって、最終的には動かなくなるように見える。このように、時間が経って最終
的に動かなくなったときの曲線を定常解と呼ぶ (Fig. 7)。

2.8 連続の式への変換
さて、これで数値計算を行うことはできるが、先ほどの式と一番最初にでてきた
呪文はどういう関係にあるのだろうか？これは、先ほどの支配方程式 9の dt, dx
をどんどん小さくしていくことで得られる。式 9を少し変形すると

p(m, n + 1) − p(m,n)
dt

= f(p(m, n)) + D
p(m+1,n)−p(m,n)

dx − p(m,n)−p(m−1,n)
dx

dx
(10)

となる。p(m, n)を u(x, t)に変換すると

u(x, t + dt) − u(x, t)
dt

= f(u(x, t)) + D
u(x+dx,t)−u(x,t)

dx − u(x,t)−u(x−dx,t)
dx

dx
(11)

となる。ここで、dt, dx を０に近づけていくと、左辺は時間 tの一次微分、右
辺の拡散項は空間 xの二次微分になっていくことがわかる。しかも、この場合の
「微分」は、xもしくは t以外の因子を固定してしまって、ある一つの変数のみに
関して微分を行っている。このような操作を偏微分9と呼び、∂という記号を使っ
て表す。従って、この式は

∂u

∂t
= f(u) + D

∂2u

∂x2
(12)

となる10。
ここで、空間の一次微分 ∂

∂x を∇と表すということと、時間の一次微分を「′」
で表す、ということを知っていると、最初の

u′ = f(u) + D∇2u (13)
9英語では partial differentiation。

10実際には、これは拡散係数がすべての場所で一定の場合である。拡散係数が場所によって異なる
場合は、 ∂u

∂t = f(u) + ∂
∂x D( ∂u

∂x ) となる。

9
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Figure 7: 数値計算の結果の時間経過。最終的に一定の曲線に落ち着く。

という式に結局帰着されることがわかると思う。また、 ∂2

∂x2 を∆と表記して

u′ = f(u) + D∆u (14)

と表すこともある。

2.9 解析解とは？
じつは、今まで述べてきた一変数一次元の系は十分簡単なので、紙と鉛筆だけで
「解く」ことができる。このような、紙と鉛筆で導きだすことが可能な場合、この
問題は解析的に解けるという言い方をする11。まず、先ほど説明した、充分時間
が経った後の定常解について考えよう。この場合、時間が経っても解が変わらな
い状態になっているので、

∂u

∂t
= 0 (15)

となっていないといけない。また、問題を単純化するため、signalling center
を境界条件で実装することを考える。つまり、x = 0の部分から一定量（a0）の
morphogenが産生されて流入する、というような条件を考える。すると、先ほど
数値計算をした例では、単位時間あたりに x = 0で流入するmorphogen量は a0

となる。 これを満たすような x = 0での uの傾きを求めると、D∇u = a0 とな
る。さらに簡単にするために、x = 1で物質の出入りがない、ではなく、xが大
きいときは uが 0に近づく、という条件にしてみる。すると

0 = −a1u + D∇2u (16)
D∇u = a0 (x = 0) (17)

u = 0 (x = ∞) (18)
11実験で使う「解析」という言葉と違ってかなり限定された意味を持っている。
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Figure 7: 数値計算の結果の時間経過。最終的に一定の曲線に落ち着く。
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となり、この解は

u(x) =
a0√
a1D

e−
√

a1
D x (19)

という、単純な指数関数になる。この、手で解いた解と、数値計算をした結果
との比較を Fig. 8 に示す。

Figure 8: 解析解（実線）と数値解（点）の比較。

この解は、いつでも導ける訳ではない。たとえば、反応項に非線形の項が入
ると特殊な場合以外は解けないので、数値計算に頼るしかなくなる。こういう解
析的な解を求めるよりも数値計算の方が最近はよく用いられているため、理論＝
シミュレーション、というような誤解もよくある。しかし、数値計算には必ず誤
差があるので、注意しないと妙なことが起こる。その例を以下で見てみよう。

2.10 数値計算の落とし穴
反応拡散系の数値計算を教えていると、「周期構造が出来ました！」と言ってよく
Fig. 9のような計算結果を持ってくる人がいる。これは実は、先ほどと同じ支配
方程式の数値計算をしているので、gradient以外の妙な構造が出てくる訳がない
のだが12、なぜこのような結果になったのだろうか？
実はこの数値計算では、dtを大きく取りすぎたことによってこのようなこと

が起こっている。数値計算で一番時間が取られるのは拡散項の計算の部分なので、
それを減らそうとして時間刻み dtを大きく取ると、ある点で突然このようなこと
が起こる。
直感的な説明は、以下のようになる。p(m,n)と、p(m − 1, n)の２点の間で

の拡散を考えよう。単純に考えるため、p(m,n) < p(m − 1, n) とする。すると、

12とはいっても、Turing 系も構造形成が起こるはずがなさそうな条件から形が出てくるので、誤
解が多いのも理解できる。
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数値誤差
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Figure 9: 数値計算の誤差の例。(a) 時間経過。(b）n = 20での pの分布。どち
らも dt = 0.5で数値計算を行っている。

拡散によってmorphogenが点mに流入してくることになり、時間 dtの間の流入
量は

D
(p(m − 1, n) − p(m,n))

dx2
dt (20)

となる。しかし、この量は dtに比例して大きくなるが、これが大きくなりすぎる
とおかしなことが起こる。つまり、この流入／流出によって、p(m, n)の増加と
p(m − 1, n)の減少が大きくなりすぎると、p(m,n + 1) > p(m − 1, n + 1)となっ
てしまう。このように、隣同士の濃度が逆転することは通常の拡散過程では絶対
あり得ないので、これは dtを大きく取りすぎたことによる人工的な誤差であるこ
とがわかる。
さて、では dtはどのような範囲で取るべきなのだろうか？先ほどの説明から、

p(m−1, n)−D
(p(m − 1, n) − p(m, n))

dx2
dt > p(m,n)+D

(p(m − 1, n) − p(m,n))
dx2

(21)
が成り立たなくてはならない。これを整理すると

dt <
dx2

2D
(22)

となる。拡散項が大きい場合や、空間の区切りを細かく取った場合は、dtをそれ
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応用数学の人であったら、こんな trivialな系を扱って楽しいの？と言いたくなる
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Shh (+/-) はphenotype出ない。
なぜだ？

Nature 383 407- (1996)

程度の簡単なものでも、生物学的な文脈に置くととても大事な現象を解明するこ
とに役立つことを以下で示す。

Sonic hedgehogという、発生をやっている人なら誰でも知っているmorphogen
分子がある。この Knockout mouse は、heterozygoteでは phenotypeが出ない。
これは普通に発生をしていたらほぼ誰でも知っているが、これはよく考えたらお
かしな話である。Shh(+/-)のマウスでは、shhのmRNA量は半分になることが
知られている。Threshold 風の効き方をするならともかく、morphogen の合成が
半分になったら morphogen gradient のプロフィールは全然変わるはずである。
上で用いたモデルで実際にやってみた結果を Fig. 10に示す。最終的に形成され
るmorphogen の濃度は、ほぼ至る所で半分になっている。下流の遺伝子が思いっ
きりずれて発現しそうなものなのに、何も起きないのはなぜだろうか？よくある
言い訳は、ファミリーのほかの分子が compensateしている、というものだが、
Hedgehog ファミリーに関して言えば Dhhや Ihhはあまり Shhと似た位置に発
現することはない。

Figure 10: 分解が線形の系で産生が半分になった場合の morphogen gradient の
プロフィールの変化。実線が a0 = 0.2, 破線が a0 = 0.1。

この問題を扱ったのが Eldar et al. (2003)である。ご存知のように、Shhのレ
セプターは Ptchである。Shhは一般に Ptch の産生を促進する。Ptchは Shhの
uptakeにも働いているため、Shhが増加すると Ptchも増加し、したがって Shh
の分解は単純な比例ではなく、Shhの何乗かに比例する値になると考えられる。
このような場合、もし Shhの産生量が十分多ければ、Shhの産生量が倍になっ

ても morphogen gradient のプロフィールがほとんど変わらない。にわかには信
じがたいと思われるので、まず実際に数値計算をしてみよう。支配方程式を

u′ = −a1u + D∇2u (23)

のかわりに

u′ = −a1u
2 + D∇2u (24)

として、定常状態まで数値計算を走らせた結果が Fig. 11 である。a0 が小さ
いときは、a0を半分にするとmorphogen gradient のプロフィールが大幅に変わ
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産生が半分でもprofileが
変わらなくなる

るが、a0 が大きくなると、a0 を半分にしてもプロフィールがあまり変わらなく
なる。さて、なぜこんなことが起きるのだろうか？数値計算を沢山やってみても

! "

Figure 11: 分解が線形の系で産生が半分になった場合の morphogen gradient の
プロフィールの変化。(a) 実線が a0 = 0.2, 破線が a0 = 0.1。(b) 実線が a0 = 20,
破線が a0 = 10。

じつはわからない。数値計算はあるパラメータの組ではどのようになるかを示し
てくれるが、すべての場合にそのような傾向があるのかは明らかではない。この
ような理解をするためには、やはり解析的な手法を用いることが大事になる。
式 2.11の定常状態の解の形は、式 (19)で示したように基本的に指数関数的で、

a0が大きくなると、それに比例して各場所でのmorphogenの濃度も大きくなる。
それに対して、式 2.11の定常状態の解は

u(x) =
A

(x + xb)2
(25)

という形をしている。ここで、Aと xb は式を見やすくするために導入した定数で、

A =
6D

a1
(26)

xb = 3

√
2AD

a0
(27)

である。式 (27)を見ると、a0が大きくなると xbが 0に収束し、最終的には定常
解がある曲線

u(x) =
A

x2
(28)

に向かって収束していくことがわかる。このような系の場合、a0が十分に大きい
と、a0が大きくなっても定常解がその曲線の近傍で動いて変わらないことになる
ので、a0が半分になってもmorphogen gradient のプロフィールがほとんど変化
しないということが起こりえる。このように、解析解がわかっていると、「どのよ
うなパラメータのセットを取っても、こういう条件では必ずこのようなことが起
こる」という、強い予測ができる。実験家の立場からすると、現実問題としてす
べてのパラメータをいちいち測っているわけにはいかないので、こちらの方が安
心して実験的な検証法を考えることができる。
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...本当か？



京都コレクション
（先天異常標本解析センター）

• 20000体以上のヒト胎児コレクション

• holoprosencephaly の頻度がなぜか高い。



ヒト Shh (+/-) は症状が出る

Nat Genet. 1996 Nov;14(3):357-60.



Robustnessが低い領域は？

• Shh発現量が低いと、飽和から遠いので，
gene dose の変動に弱いはず．



Shh の mRNA/蛋白量の定量

• 高発現領域（E11 hindlimb bud）

• 低発現領域（E11 lung）

LungNeural tube



E11.5 hindlimb bud

E11.5 lung

Real-time PCR

ELISA

Real-time PCR

ELISA

高発現領域（肢芽）

低発現領域（肺）

Shh の mRNA/蛋白量の定量



律速はどこ？

Transcription

Translation

Secretion

Degradation



2変数：自発的パターン形成



頭蓋骨の縫合線

新生児 成人

前頭縫合



組織

硬膜

Pericranium未分化な間葉組織

３週齡マウス矢状縫合



機能：頭蓋骨の成長



頭蓋骨早期癒合症

Child’s Nerv Syst (2000) 16:645–658

Crouzon syndrome - FGFR GOF mutation



湾曲の機能：縫合線の強度？

J Biomechanics 23(4) 313-321 
(1990)



フラクタル構造

J. Morphol. 185. 285- (1985)



Eden 衝突モデル

Miyajima S., FORMA 19, 197-205 (2004)



基本的な問題

• 未分化な間葉組織が一定幅で維持されて
るのはなぜか？

• 縫合線組織が湾曲するのはなぜか？

• フラクタル構造ができるのはなぜか？



関わっている分子

• FGF2, FGF18, 
FGFR1-4

• BMP4, Noggin, TGF 
beta 1,2,3

• Osteopontin, Osterix

• Twist, Msx2, Alx4, 
Runx2, Foxc1 Dev Dyn 233:847-852, 2005



モデル化戦略

• 「代表的な分子」がない
＞どう単純化するか？



分類

促進 抑制

骨 Runx2, Osterix -

間葉 FGF2, FGF18, BMP4 Noggin, Twist

分化

局在



• 安定化因子

• 基質因子

促進 抑制

骨 Runx2, Osterix -

間葉 FGF2, FGF18, BMP4 Noggin, Twist

分化

局在



• 安定化因子の作用によって，組織には二つの安定な状態がある。一つは骨 

(osteocyte, u>0) 、もう一つは未分化な間葉組織（mesenchyme, u<0）である 。

• 未分化な間葉組織は基質因子を分泌する

• 基質因子は骨分化を促進する

u: 組織の分化度

v: 基質因子

Mesenchyme
Osteocyte

Substrate molecule

+



支配方程式
細胞運動？
安定化因子
の拡散？

基質因子の拡散基質因子の産生 減衰

ベースの基質因
子作用

安定化因子の作用
基質因子の作用

飽和

u
′ = u − u

3 + a1v + a0 + ∆u

v
′ = −a2u − a3v + d∆v

Miura et al.,  J. Anat. in press.



組織の幅の維持

定常解

幅が狭い場合

幅が広い場合



なぜ一定間隔になるのか？

• 広い場合：間の間葉組織が産生す
る基質因子が多いので骨分化が進
む

• 狭い場合：間の間葉組織が少ない
ために基質因子の産生が減って骨
吸収が起こる



縫合線の湾曲：初期状態

• 未分化な間葉組織が細い線として存在する

• 基質因子が未分化な間葉で産生されている

分化度 基質因子の濃度
（白い部分が高い値を表す）



パターン形成

分化度 基質濃度
Miura et al.,  J. Anat. in press.



なぜ湾曲するのか？
• 組織が一定幅に保たれる+「突出部が早
くのびる」傾向による界面の不安定化

周囲の未分化な間葉が多い＞
基質因子の濃度が高い＞分化
が進む＞さらに突出する

分化度
数理解析：

Physica D 34, 115- (1989)



骨端の退縮

4 days 7 days

Miura et al.,  J. Anat. in press.



破骨細胞の活性
• 3W mouse skull 

TRAP stain

Sagittal suture

Posterior frontal suture

Coronal suture

Miura et al.,  J. Anat. in press.



「出芽」の存在



実際の標本での出芽

Miura et al.,  J. Anat. in press.



基質因子のベースの活性(a0)による
パターンの変化

a0 = 0.05

a0 = 0.1

a0 = 0.2

t = 0

u v

t = 1000



実験的に a0 を増加させた場合

野生型 FGFR2の活性↑
Miura et al.,  J. Anat. in press.



表裏で曲がり方が違う

Superficial Deep

M
ou

se
H

um
an



硬膜から分泌される基質因子

Miura et al.,  J. Anat. in press.

High substrate molecule concentration

Low substrate molecule concentration

FGF2 PC      Dura



更に複雑な構造
Human lambda suture

入り組んでいてさらに一本線でできている



前述のモデルでは
迷路パターンになってしまう

• 出芽が多すぎる...

Miura et al.,  J. Anat. in press.



パターンを
一本の線にするには？



実際のパターン形成の観察
• 年齢とともに縫合線の組織が細くなる 

• 間葉組織の線維化が進む＞拡散係数の
変化？

新生児 成人



時間依存パラメータ

u
′ = u − u

3 + a1v + a0 + h(t)∆u

v
′ = ε(−u − v) + h(t)δ∆v

h(t): Exponential decreasing function with t

Miura et al.,  J. Anat. in press.



数値計算

• 一本の線に出来る
Miura et al.,  J. Anat. in press.



フラクタル次元

Miura et al.,  J. Anat. in press.



直感的説明

Spatial scale

Time

Koch 曲線

Miura et al.,  J. Anat. in press.



本当にそんなでき方を
しているか？

0 5 10 15 20
Age

1.00

1.05

1.10

1.15

1.20

1.25

1.30

FD

R=0.51

5 10 15 20
Age

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

Amplitude

R=0.33

個人差が大きい＋若い標本が少ない
＞ヒトではよくわからない



結論

• 頭蓋骨縫合線のパターン形成のモデル
を定式化した．

• 現象のうちいくつかは説明できる。

• モデルをベースに実験がデザインできる
ようになった。



カメ。





問題

生物現象の数理モデル化がなぜ難しいのか
自分の研究対象を例に挙げて説明しなさい


