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巡回セールスマン問題に対する��optの確率的多項式性
April� ����

岡田 正浩� 田地 宏一� 高橋 豊�

和文概要 本論文では� 対称な巡回セールスマン問題に対する局所探索法の一種
である ��optの確率的な多項式性を証明する� ��optは経験的には多項式程度の反復回
数で終了することが知られているが� 初期解� 各反復で入れ換える枝の選択によっては
��optが指数回数の反復を要する問題例が存在することもわかっている� その一方で�

反復回数の上限が確率的に多項式であるという結果が得られている� 例えば � L�ノル
ムで定義されている問題においては� 節点数 nの問題に対し �次元に関係なく ��optの
反復回数の期待値が O�n� log n�であることが示されている�また� ユークリッド距離
で定義される � 次元の問題においては� ��optの反復回数の期待値が O�n�� log n� で
あり� また � � ��n 以上の確率で反復回数の上限が O�n��� であることが知られてい
る� 本論文では� L�ノルムで定義されている問題に対する ��optの反復回数の期待値
が多項式であること� および �� ��n 以上の確率で反復回数の上限が多項式であるこ
とを証明する� また� 	次元以上のユークリッド距離で定義される問題に対して反復回
数の期待値は多項式であること� および �� ��n 以上の確率で反復回数の上限が多項
式であることを証明する� さらに� �次元の場合についても反復回数の上限が �� ��n

以上の確率で O�n���であることを証明する� これは�これまで知られていた結果より
低い次数となっている�
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� はじめに

組合せ最適化の有名な問題の一つに� 巡回セールスマン問題 �TSP�がある� これは� 枝に長さの
付いた完全グラフが与えられたときに� その長さの和が最小となるハミルトン閉路 �以下� 巡回路
と呼ぶ�を求める問題である� TSPは NP�困難であることが証明されており 
��� 厳密解を多項式
時間で求める方法は見つかっていない� そこで� 古くから局所探索法等の多くのヒューリスティッ
クス �発見的手法�が提案されており� 最適解ではないが� ある程度良い近似解が比較的短い時間
で求められている 
	� �� � ���

本論文では ��optについて考える� ��opt は� ��opt を一般化した局所探索法であり� おもに対
称な TSPにもちいられる 
	� ��� 巡回路 � が与えられたとき� � に含まれる � 本の枝を入れ換
えることにより構成される巡回路の集合を C��� とする� この C��� のことを巡回路 � に対する
��opt 近傍と呼ぶ� ��optの一度の反復では C���のなかから現在の巡回路 � より短い巡回路 � �を
一つ選び � これを次の反復での巡回路とする� この手順を繰り返し � C��� のなかに現在の巡回路 �

より短い巡回路が見つからなくなるまで反復を繰り返す� また反復が終了したときの巡回路 � を
��opt 近傍に対する局所最適解と呼ぶ� ��opt� 	�opt は経験的には� 多項式程度の反復回数で終了
することが計算機実験などから知られている 
�� ��� しかし � その一方で� ��opt が初期解� 各反復
での入れ換える枝の選択によっては指数回数の反復を要する問題例が存在することもわかってい
る 
�� ��� また� とくに ��optに対しては� 確率的な議論により以下のようなことが示されている�

定理 ��� 
�� �� d 次元単位超立方体に n 個の節点が一様に分布し� 節点間の距離が L� ノルムで
定義されている問題において� ��optの反復回数の期待値は O�n� log n� である� �

定理 ��� 
�� � 次元単位平面上に n 個の節点が一様に分布し � 節点間の距離がユークリッド距離
で定義される問題において� ��optが O�n��� 以上の反復回数を要するのは高々 c

n の確率である�

ここで c は n と無関係の正の定数� �

定理 ��� 
�� �� � 次元単位平面上に n 個の節点が一様に分布し� 節点間の距離がユークリッド距
離で定義されている問題において� ��optの反復回数の期待値は O�n�� log n� である� �

本論文ではこれらの拡張を行なう� まず�枝の長さが枝ごとに独立に決められるグラフに対するTSP

に対して� ��optの反復回数は確率 �� �
n 以上で� O�n����� 以下であり� 期待値は O�n���� log n�

以下となることを示す� 次に� 節点間の距離が L� ノルムで与えられる問題に対して� ��optの
反復回数の期待値が O�n���� log n� となり� また確率 � � �

n 以上で� ��optの反復回数の上限は
O�n����� となることを示す� 次に� �次元のランダムユークリッド TSP�単位平面上に節点が一
様に分布し � 節点間の距離がユークリッド距離で与えられるTSP�に対して� ��opt の反復回数は�

� � �
n 以上の確率で O�n��� 以下となり� 反復回数の期待値は O�n�� log n� となることを証明す

る� さらに� 	次元以上のランダムユークリッド TSPでは� ��optの反復回数は� 確率 � � �
n 以上

で� O�n���� となり� 期待値は O�n� log n� となることを証明する�

ここで� 本論文でもちいる記号をいくつか定義しておく� PfAg は事象 A の起こる確率をあら
わす� dxe は x を下まわらない最小の整数� bxc は x を越えない最大の整数をそれぞれあらわす�

j � j は文脈に応じて測度または集合の要素数をあらわすとする� cdは d 次元単位球の体積をあら
わす� fx�� x�g と書いて� 節点 x�� x� 間の枝をあらわす� log は底が �の対数� ln は自然対数をあ
らわす�
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� ��opt とその反復回数

本論文では� 対称な TSPだけを考えることにし � 節点数 jV j � n� 枝数 jEj � m � n�n���
� であ

る無向完全グラフ G � �V�E� 上での TSPを考える� ただし � それぞれの枝の長さは適当な確率
分布にしたがって定められるものとする� それぞれの枝 e � E に対し � 確率分布に従って定めら
れた枝の長さを l�e� とあらわし � 枝の長さを確率変数として見る場合には L�e� とあらわす� こ
のグラフ上で ��optを行う� 以下では� それぞれの反復において巡回路の長さが短くなるような枝
の入れ換えだけを許し � 巡回路の長さが変化しないような枝の入れ換えは行なわないものとする�

まず� 以下の仮定をおく�

仮定 ��� グラフの中のすべての枝 e � E に対し� 長さの確率変数 L�e� は有界な値をとる� すな
わち�

PfLmin � L�e� � Lmaxg � �

をみたすような定数 Lmin� Lmax が存在するものとする� �

本論文では� この仮定がみたされる問題のみを扱うものとする� 巡回路は n 本の枝から構成され
るので� 上の仮定の下では� 巡回路の長さは nLmin と nLmax のあいだとなる� ��opt のそれぞれ
の反復で少なくとも � の長さが短くなるならば � 反復回数は

nL

�
���

以下となる� ここで�

L � Lmax � Lmin

である� したがって� � の下限値が求まれば � 反復回数の上限値が求まることになる� ��opt のそれ
ぞれの反復で短くなる長さは� その反復において巡回路から取り除かれる � 本の枝の長さの合計
と巡回路を再構成するために使われる � 本の枝の長さの合計との差である� それぞれの反復で短
くなる長さを求めるには�この合計 �� 本の枝だけを考えればよい� それでは節点数 nが与えられ
たとき� グラフの中に ��opt の反復で入れ換えに使われる可能性のある �� 本の枝の組の組合せ
の数はどれくらいあるであろうか� ��optの反復で入れ換えに使われる可能性のあるすべての ��

本の枝の組の集合を �n�� とし � その要素を ��� ��� � �n�� と書く� ここで� � は巡回路から取り
除かれる � 本の枝の集合� �� は巡回路を再構成するために使われる � 本の枝の集合をあらわすこ
とにする� ただし � �n�� には� � に含まれる枝の長さの合計より �� に含まれる枝の長さの合計の
ほうが長いようなものも含むことにする� したがって� ��� ��� � �n�� ならば� ���� �� � �n�� とな
ることに注意する� 例として� ��opt の場合を図 �に示す� 左の巡回路では枝 e�� e� を取り除き枝
e�� e	 を付け加えることにより巡回路が再構成される� しかし � 右の巡回路では e�� e� を取り除
き e�� e� を付け加えることで巡回路が再構成される� この図のグラフの場合� �fe�� e�g� fe�� e	g�
も �fe�� e�g� fe�� e�g� も ��optの反復で使われる可能性があるので �n�� の要素である� このよう
に� � を一つ決めても ��� ��� � �n�� となる �� は必ずしも一通りではない� �n�� の要素数につい
て以下の補題が成り立つ�

補題 ��� 節点数 n の無向完全グラフにおいて ��opt を行うとき�

j�n��j � n�� ���

となる�
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図 �� � と �� の関係

証明� まず� グラフの枝の総数は m であるから� そのなかから � 本の枝をとる組合わせの数は�
m

�

�
通りある� � 本の枝の集合 � を定めたとき� その � に対して ��� ��� � �n�� となる �� は

何通りあるであろうか� 重複している場合には� 重複している数だけ数え上げることにして� � の
すべての枝の端点の集合を V ��� と書くことにすれば� 巡回路から � の枝を取り除いたとき� ��

を使って巡回路を再構成できることから V ��� � V ����でなければならない� したがって� 枝の集
合 �� の取り得る組合せの数は� �� � jV ���j 個の節点を � 個ずつ � 個の集合に分ける組合せの数
�����

����
より少ない� ゆえに
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�

m
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� fn�n� ��g�
� n��

となる� �

��optのある反復において�枝集合 �kを枝集合 ��kに入れ換えると巡回路の長さは
X
e��k

l�e� �
X
e���

k

l�e�

だけ変化する� したがって� ��optのある反復において �k を ��k に入れ換えるとき巡回路が短く
なる長さを確率変数 Z��k であらわすと�

Z��k �
X
e��k

L�e��
X
e���

k

L�e�

となる� このとき� この入れ換えによって巡回路が長くなる場合は負になるが� 長くなるような組
合せは実際の ��optにおいて入れ換えられることはない�
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式 ���において� � が大きいほど反復回数は小さくなる� そこで� ��optの一回の反復で巡回路が
どの程度短くなるかを考えることにする� 確率変数 Z��k に対して� 確率変数 Z を

Z � min
k
fZ��kjZ��k � �g

とおく� このとき� 例えば � � Z � � となる確率が �
n より小さくなれば � ���より ��opt の反復

回数は確率 �� �
n 以上で� 高々 nL

� 回となることがわかる�

ここまでの議論では ��opt の一度の反復を考えてきたが� 
�� �� で示されているように� 連続す
る � 回の反復を考えることにより� ��opt の反復回数の多項式の次数を下げることができる場合
がある� まず� 次のような集合を考える�

�
���
n�� � f��k�� ��k�� �k�� ��k��j��k�� ��k�� � �n��� ��k�� �

�
k�� � �n���

��k�� �
�
k��� ��k�� �

�
k��は連続する反復となりうる g�

�連続する反復となりうる�というのは� ��optの反復において� まずある巡回路から �k� という枝
集合を取り去り ��k� を付け加えた後� �k� をとり ��k� を付け加えるという操作が可能であるとい
うことをあらわしている� 例えば � ��k�� �

�
k��� ��k�� �

�
k��や ��k�� �

�
k��� ��

�
k�� �k��などは連続する反

復とはなりえない�

ここで� 確率変数 Z��� を

Z��� � min


���
n��

fmaxfZ��k�� Z��k�gjZ��k� � �� Z��k� � �g

とおく� このとき� 例えば � � Z��� � � となる確率が �
n より小さくなれば � ��opt の反復回数は

確率 �� �
n 以上で� 高々 �nL

� 回となることがわかる� あきらかに�

j����
n��j � j�n��j� � n	� �	�

が成り立つ�

以下では� これらの事実を使い� 具体的な問題のクラスにおいて確率的多項式性を証明する�

� 具体的な問題例に対する多項式性の証明

この節では�ランダムTSP�枝の長さが枝ごとに独立に決められるグラフに対するTSP�と� 節点
間の距離が L� ノルムで定義された問題に対する ��optが確率的多項式性をもつことを証明する�

��� ランダムTSP

まず� ランダム TSPを考える� ランダムTSPとは� 枝の長さが枝ごとに独立に決められるグラ
フに対する TSPのことである� この問題のクラスに対しては以下の定理が成り立つ�

定理 ��� 各枝 e の長さ L�e� が� 枝ごとに独立で同一の分布に従うと仮定する� さらに� L�e� は
確率密度関数 g�t�によって与えられるものとする� 仮定 ��� がみたされており� ある定数 U に
よってすべての t に対し �

g�t� � U

となっているものとすると�この問題の群では�確率 �� �
n 以上で ��optの反復回数は高々LUn����

である� また� 反復回数の期待値は �LUn���� log n 以下となる�
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証明� ��k� �
�
k� � �n�� に対して� e� � �k� e� �� ��k となる枝 e� をひとつ選び �

L�e�� �
X

e�f�k�fe�gg
L�e��

X
e���

k

L�e�

という確率変数を考える� すると

Pf� � Z��k � tg � Pf� � L�e�� � L�e�� � tg
である� ここで� 確率変数 L�e��もまた密度関数 g�t�に従い�かつ L�e��とは独立であることから�

Pf� � L�e�� � L�e�� � tg � Pf� � L�e�� � tg
� Ut

となる� Z � min
k
fZ��kjZ��k � �g とすると� 任意の � � �に対して�

PfZ � �g � Pfmin
k
fZ��kjZ��k � �g � �g

�
X
k

Pf� � Z��k � �g

�
X
k

U�

� j�n��jU�
� n��U�

となる� すなわち�確率 ��n��U� 以上で反復回数は� nL
� 以下となる� したがって � � �Un�������

とおくと�確率 �� �
n 以上で反復回数は高々LUn

���� である�

��optを行なった場合に必要な反復回数の上限を確率変数 T であらわすとすると� T は最大で
も n� を越えることはない� したがって�

E�T � �
n�X
i��

iPfT � ig

�
dlog n�eX
j��

�jPf�j�� � T � �jg

�
dlog n�eX
j��

�jPf�j�� � Tg

�
dlog n�eX
j��

�jPf�j�� � nL

Z
g

�

dlog n�eX
j��

�jPfZ � nL

�j��
g

�
dlog n�eX
j��

�jn��U
nL

�j��

� �n����UL�log n� � ��

� �n����ULn log n

� �ULn���� log n

となり� T の期待値は �LUn���� log n以下となる� �
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��� 節点間の距離が L� ノルムで定義された問題

節点が d 次元単位超立方体に一様に独立に分布し � 枝の長さは節点間の L� ノルムで定義され
る問題を考える�

定理 ��� d 次元単位超立方体に節点が一様に分布し� 節点間の距離が L� ノルムで定義される問
題においては� ��optの反復回数は確率 �� �

n 以上で高々
d
�n

���� である� また� 反復回数の期待
値は dn���� log n 以下である�

証明� グラフ上の枝 e に対して� その �つの端点を xe � �xe�� x
e
�� � � � � xed�� ye � �ye�� y

e
�� � � � � yed� と

する� ここで� ��optの一回の反復において巡回路から枝集合 �k に含まれる枝が取り除かれ� 枝集
合 ��k に含まれる枝が付け加えられるとする� 節点間の距離が L� ノルムで定義される TSPで巡
回路から �k に含まれる枝を取り除き ��k に含まれる枝を付け加えると巡回路の長さは

z��k �
dX

j��

X
e��k

jxej � yej j �
dX

j��

X
e���

k

jxej � yej j ���

だけ短くなる� それぞれの j� e に対して� f�xej � yej � � R�j� � xej � �� � � yej � �g という領域を
He�j � f�xej � yej � � R�jxej � yejg�
He�j � f�xej � yej � � R�jxej � yejg
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とあらわされる� ところで� d 次元単位超立方体に節点が一様に分布していることから� 節点の座
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となり� 定理は証明された� �

注意 ��� ��opt の場合� 反復回数の上限の期待値は �n� log n 以下となり定理 ��� と同じ結果と
なっている� �

� ユークリッド距離の場合

この節では� d 次元のランダムユークリッド TSPに対する ��optの確率的多項式性を証明する�
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は式 ���� が成り立つことを示す �fxjm�x� � �sg はあきらかに空集合なので� u� t � �s となる
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ことを考慮する必要はない�� ここでは� ��s � u � �sで�かつ s � u� t � �sとなっている場合
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�
k� x

�
k� x

	
k を適当に与える�

ここで� 以下の補題を証明する�
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補題 ��� n � � である TSPでの ��opt に対する ��k�� �
�
k�� �k�� �

�
k�� � �

���
n�� について� 節点 x	k��

x	k� が d 次元単位超立方体に一様に互いに独立に分布しているとすると�
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が成り立つように節点の番号付けができる� ここで� 枝 fx�k�� x�k�g と fx�k�� x�k�g は jV ��k�� �
V ��k��j �� � のときは異なる枝に取れるが� jV ��k��� V ��k��j � � のときは� 同じ枝となることが
ある�
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k� は異なるグラフ上の節点であり d 次元単位超立方体に一様に互いに独立に

分布しているので�

Pf� � Z��k� � t� � � Z��k� � tjx�k�� x�k�� x�k�� x�k�� x�k�� x�k�g
� PfjAt�x

�
k�� x

�
k�� x

�
k��j � t� jAt�x

�
k�� x

�
k�� x

�
k��j � tjx�k�� x�k�� x�k�� x�k�� x�k�� x�k�g

� �fd�t��
�

l�fx�k�� x�k�g�l�fx�k�� x�k�g�
����

となる� あきらかに� 枝 fx�k�� x�k�g と fx�k�� x�k�gは異なる枝である�

つぎに� jV ��k�� � V ��k��j � � の場合を考える� この場合� V ��k�� � V ��k�� に含まれる唯一の
点を� x�k� でありかつ x�k� であると考える� すると� x	k�� x

	
k� はグラフ上の異なる節点となり� こ

の場合も式 ����が成り立つ� また� 枝 fx�k�� x�k�g と fx�k�� x�k�g は異なる枝である�

jV ��k���V ��k��j � 	の場合は� V ��k���V ��k��に含まれる唯一の点を x	k�� V ��k���V ��k��

に含まれる唯一の点を x	k� と考える� すると� x	k�� x
	
k� はグラフ上の異なる節点となり� この場

合も式 ����が成り立つ� また� 図 �のように枝 fx�k�� x�k�g と fx�k�� x�k�g は異なる枝となる� なぜ
なら� もし � 枝 fx�k�� x�k�g と fx�k�� x�k�gが同じ枝なら図 �のようになる� しかし � この組合わせで
反復を行うと� 図 のようになり� ��k� を付け加えることによって巡回路を再構成することができ
ない�

次に� jV ��k��� V ��k��j � � の場合であるが�このようなことは� n � � の場合には� 起らない�

最後に� jV ��k�� � V ��k��j � � の場合であるが� この場合� V ��k�� � V ��k�� に含まれない点か
ら x	k� と x	k� を選ぶ� すると� この場合も式 ����が成り立つが� 枝 fx�k�� x�k�g と fx�k�� x�k�gが同
じ枝となる場合がある� �

補題 ��	 から以下の定理が成り立つ�

定理 ��� � 次元単位平面上に節点が一様に分布し � 節点間の距離がユークリッド距離で定義され
る問題において ��opt は確率 �� �

n 以上で反復回数は高々 	�
p
���K�

�n
�� である� また� 反復回

数の期待値は O�n�� log n� 以下である�
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 を任意の正数とする� ��k�� �
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���
n�� において� 枝 fx�k�� x�k�g と fx�k�� x�k�gが

異なる枝であるとき�
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は任意なので
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となる� 枝 fx�k�� x�k�g と fx�k�� x�k�g が同じ枝となるのは補題 ��	より� jV ��k�� � V ��k��j � � の
ときだけである� あとで示すように �
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n�� の中で� jV ��k�� � V ��k��j � � となる組合せの個数は
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V ��k��� V ��k�� それぞれの �つの節点が決まる� V ��k�� の節点が決まると� �k�� �
�
k� の枝の取り

方はそれぞれ 	通りあるが� �k� �� ��k� となるように取らなければならないので� �k�� �
�
k� の取り

方は �通りとなる� V ��k�� の節点に対する� �k�� �
�
k� の枝の取り方も �通りとなるので� �

���
n�� の

中で� jV ��k�� � V ��k��j � � となる組合せの個数は�
n

�

�
�� � �� � � �

�
n�

となる� �

注意 ��� 
�� では �� c
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の定理はそれよりよい結果となっている� �
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は任意なので

Pf� � Z��k � tg � 	K�cd��cd�
ddd�
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がえられる� 定理 	�� と同様にして�

E�T � � �K�cd��cd�
dddn� log n

が証明される� �

� 結論

今回われわれは� 確率分布にしたがって生成される TSPのいくつかの問題のクラスに対して
��opt を行なった場合に� その反復回数が高い確率で多項式になること� さらに� 反復回数の期待
値が多項式になることを証明した�

ユークリッド距離で定義される問題で� � � 	 である ��optに対して� 同様な反復回数の多項式
性が証明されるかどうかは興味深い問題である� しかし � ��opt での証明よりも複雑な幾何的取り
扱いが必要となるであろう�
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