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人工衛星の姿勢制御における

大域的角速度オブザーバの設計∗

鎌田　圭

内容梗概

人工衛星の姿勢制御において，近年スタートラッカの高精度化，高速化が進ん

だことや，コスト削減の要求，ジャイロ故障時の冗長性確保の必要などから，ジャ

イロを用いずにスタートラッカによる基準ベクトル観測値のみを用いて角速度推

定する手法が提案されてきた．この場合，基準ベクトル観測値による位置の差分

から角速度を近似する方法が考えられるが，差分から得られた速度情報にはノイ

ズの影響が非常に大きく誤差が大きい．

　そこで本研究では，人工衛星の姿勢制御における大域的角速度オブザーバの新

しい手法を提案する．はじめに人工衛星の姿勢を回転行列ではなく大域的漸近安

定性を可能とする四元数を用いて表現する．姿勢の真値から姿勢の推定値までの

回転を表現する四元数と角運動量の差分によって記述される誤差システムを構築

し，オブザーバの補正項はリアプノフ安定解析によって決定する．
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角速度，四元数，オブザーバ，リアプノフ関数，大域的漸近安定解析
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Global angular velocity observer design for

attitude control of satellite∗

kei kamata

Abstract

In satellite attitude control, the mechanism of estimating angular velocity with

only observed value of standard vector by star tracker without using gyro has

been proposed in many papers, because a star tracker has become high precision

and high speed, and there is the request of abridgement cost, the necessity of

securement redundancy when gyro is broken. In this case, the method of approx-

imation angular velocity by the difference of position from the observed value of

standard vector can be considered. However the angular velocity outputs that is

gotten from the difference is that the influence of the noise is great and the error

is large.

　 In this study, we propose a new design method of a global angular velocity

observer in a satellite attitude control. We express the attitude with a quaternion

instead of a rotation matrix, which enables globally asymptotically stable dynam-

ics. We construct an error system that is described by the quaternion expressing

the rotation from the actual attitude to the estimated attitude and the difference

of the angular momentums. Correction terms of the observer are determined via

Lyapunov analysis.

∗ Master’s Thesis, Department of Information Systems, Graduate School of Information
Science, Nara Institute of Science and Technology, NAIST-IS-MT0151033, February 07, 2003.
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1. はじめに

３軸姿勢制御衛星の姿勢検出には通常，地球センサやスタートラッカなどある

基準ベクトルを観測する姿勢センサとジャイロなど慣性系に対する衛星の姿勢角

速度を得るためのセンサが併用される．しかし，近年はスタートラッカの高精度

化，高速化が進んだことや，コスト削減の要求，ジャイロ故障時の冗長性確保の

必要などから，ジャイロは用いずにスタートラッカによる基準ベクトル観測値の

みを用いて角速度推定する手法が検討されるようになってきた．この場合，基準

ベクトル観測値による位置の差分から角速度を近似する方法が考えられるが，差

分から得られた速度情報にはノイズの影響が非常に大きく誤差が大きい．このよ

うな問題を回避するためには，位置情報から角速度を推定する非線形オブザーバ

を構成する方法が考えられる．[1][2]しかし，これらの報告は，大域的安定性を示

せていないのが現状である．

　以上を踏まえ本研究では，位置情報のみから大域的に人工衛星の角速度を推定

する非線形オブザーバを提案する．本手法では，人工衛星の運動方程式を回転行

列Rではなく四元数による方法で表現する．それは，４個の変数で姿勢を表現す

るため，冗長度は１ですみ，３軸を等価に扱っており，運動方程式が簡単である

こと．さらに，運動方程式自体には，特異点が現れないこと．このような理由か

ら四元数を用いた姿勢表現を採用することにする．また，同次なシステムにおい

ては必ず同次リアプノフ関数が存在し，リアプノフ関数の設計が容易であるとい

う特性があるため１軸でのオブザーバを設計する際に同次性の概念を用いる．こ

の１軸のオブザーバを参考に３軸の角速度オブザーバを設計する．この際，角速

度の偏差をとるのではなく，運動量の偏差をとることによって慣性モーメントの

主慣性モーメントが全て違う形でも偏差系のダイナミクスを構成でき，リアプノ

フ関数を用いることによって角速度オブザーバの大域的安定性が保証されること

を示す．

　本論文は次のような構成になっている．

　２章では，同次性の概念について述べる．

　３章では，人工衛星の運動方程式を四元数によって表現する．

　４章では，角速度オブザーバの設計と大域的安定性を示す．
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　５章では，数値シミュレーションと考察を示す．

　最後に６章で，本論文の結論を述べる．
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2. 同次性の定義と特性

本研究では１軸の角速度オブザーバを設計する際に同次性の概念を用いている．

本章では，その同次性に関しての定義の説明をし，最後に特性を述べる．

　はじめに同次性に関する定義を簡単に述べる．この同次性は Rothschildら [3]

により準楕円型偏微分作用素の解析のために初めて提案され，後年その概念は

Hermes[4][5]により非線形制御理論に導入された．

　まずその定義を記す．

定義１ (拡大付同次性の定義) 次式の同相写像 ∆r
ε : Rn → Rn は拡大係数 r =

(r1, r2,. . . ,rn) ∈ (R+)nに関する拡大であるという．

∆r
ε = (εr1x1, . . . , ε

rnxn), ∀ε ∈ R+ (1)

ここで，x = (x1, . . . , xn)はRn上の固定した座標系とする．

定義２ (同次関数) 関数 V : [0, +∞) × Rn → Rは次式を満たすときm次の∆r−
同次であるという．

V (∆r
ε(x)) = εmV (x), ∀t ∈ [0, +∞), ∀x ∈ Rn, ∀ε ∈ R+ (2)

定義３ (同次ベクトル場) ベクトル場 f(x) = Σn
i=1fi(t, x) ∂

∂xi
は次式を満たすとき

k次の∆r−同次であるという．

fi(∆
r
ε(x)) = εk+rifi(x), ∀x ∈ Rn, ∀ε ∈ R+ (3)

微分方程式系 ẋ = f(x)を考えるとき，f(x)が∆r−同次であるとき，∆r−同次シ
ステムと呼ぶ．
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　このように∆r−同次性を定義するが，r1 = · · · = rn = 1が成立するときには

これは古典的な意味での同次性の定義になり，これをトリビアルな同次と呼ぶ．

トリビアルな同次と∆r−同次を結びつけるものとして，次の命題が成立する．

命題１システム ẋ = f(x)が∆r−同次であるとき，座標変換 |ξi|risgnξi = xi (1 ≥
i ≥ n)を行うことにより得られたシステム ξ̇ = f̃(ξ)はトリビアルな同次である．

　証明は代入して整理するだけであるので割愛する．この命題により，∆r−同次
システムは「べき乗の座標変換により古典的な同次系になるようなシステム」と

認識することができる．

　このような同次な微分方程式系を考えるとき，重要な定理として以下のものが

成立する．

定理１（同次システムにおけるLyapunovの逆定理）

システム ẋ = f(x)の原点は平衡点であり局所的に漸近安定かつ，(t, x) ∈ [0, +∞)×
Rnに関して f(t, x)は局所的に有界であり，Lebesgue可測な k次の時不変∆r−同
次ベクトル場であると仮定する．

　このとき，システムは大域的に漸近安定であり，∆r−同次Lyapunov関数が存

在する．

　この定理について詳しく述べることにする．

Lyapunovの逆定理

以下のような一般的な微分方程式を考える．

ẋ = f(t, x) (4)

ここで，x ∈ R, t ∈ [0, +∞)であり，f : Rn+1 → Rnとする．このとき，Lyapunov

の逆定理としてこれまでKurzweilによって得られた以下のものが知られていた．

定理２（KurzweilのLyapunovの逆定理）
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(4)の原点は平衡点であり，(t, x) ∈ [0, +∞)×Rnに関しては右辺は連続であると

仮定する．

　このとき，もし (4)が原点に局所一様漸近安定であるならば，クラスC∞の局所

狭義Lyapunov関数が存在する．さらに，原点に大域的に一様漸近安定であれば，

クラスC∞の大域的な狭義Lyapunov関数が存在する．また，f(t, x)が tに関して

周期的であるならば，Lyapunov関数も周期的であり，時不変であればLyapunov

関数も時不変である．

　これに対し，近年Rosier[6][7]により以下のようなより条件を緩和したLyapunov

の逆定理が証明された．

定理３（RosierのLyapunovの逆定理）

(4)の原点は平衡点であり，(t, x) ∈ [0, +∞)×Rnに関しては右辺は局所的に有界

であり，Lebesgue可測であると仮定する．

　このとき，もし (4)が原点に局所一様漸近安定であるならば，Lipschitz連続な

局所狭義Lyapunov関数が存在する．さらに，原点に大域的に一様漸近安定である

ならば，Lipschitz連続な大域的な狭義Lyapunov関数が存在する．また，f(t, x)

が時不変であれば，Lyapunov関数も時不変である．

　 f(t, x)が Lebesgue可測な関数でなければ，Lipschitz，Peano，Caratheodory

あるいはFilippovのあらゆる意味で，微分方程式の解は局所一意性すら保証でき

ない．したがって，制御工学で用いる範囲においては，Rosierの定理によりほぼ

逆定理は得られたものことになる．
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以上のようなことから同次なシステムでは以下の特性が挙げられる．

特性

• 同次システムにおいては，必ず同次リアプノフ関数が存在する．そのため，
リアプノフ関数の設計がしやすい．

• 同次の拡大の定義より，局所的安定性を示すだけで大域的安定性を示すこ
とができる．

• 非線形の式から直観的に収束性能を推測可能である．
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3. 四元数による人工衛星の運動方程式

3.1 人工衛星の運動方程式

機体系Ｑの座標を機体の主慣性軸方向にとる．基準慣性系Ｉを機体系Ｑに変換

する回転行列をR ∈ SO(3)とする．ただし，慣性系Ｉと機体系Ｑはともに人工衛

星の重心に原点をとるものとする．J � diag(j1, j2, j3)を機体の慣性モーメント，

ω � col(ω1, ω2, ω3)を機体系Ｑにおける機体の角速度とすると，

Ṙ = S(ω)R (5)

Jω̇ = S(ω)Jω + τ (6)

ここで τは衛星全体へ加えられる入力トルクである．また，S(ω)は以下のように

定義する．

S(ω) �




0 ω3 −ω2

−ω3 0 ω1

ω2 −ω1 0


 (7)

である．

3.2 四元数による表現

３次元空間における剛体の姿勢を表わす方法としては，上記の回転行列Rによ

る方法のほかに，オイラー角による方法，四元数による方法などがある．回転行

列を用いる方法は，SO(3)をそのまま用いるため，SO(3)の位相を損なわず，運

動方程式も簡単になるが，３個の独立変数を９個の変数で表わすために冗長度が

大きい．オイラー角を用いる方法は，３個の独立変数のみで表現できる点で有利

であるが，xyz軸を等価に扱っておらず，運動方程式に特異点が現れ，三角関数

が運動方程式に含まれるために複雑な計算を必要とする．四元数による方法は，

４個の変数で姿勢を表わすため，冗長度は１ですむ．また，３軸を等価に扱って

おり，運動方程式は簡単である．さらに，運動方程式自体には，特異的な点は現
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れない．このように各表現方法を比較した結果，四元数を採用することにする．

四元数 qをつぎのように定義する．

q � iq1 + jq2 + kq3 + q4 � (q1, q2, q3, q4)
T (8)

i2 = j2 = k2 = −1 (9)

ij = −ji = k (10)

jk = −kj = i (11)

ki = −ik = j (12)

すると，四元数どうしの乗算が定義できる．ここで，四元数のノルムを，

‖q‖ �
√

q2
1 + q2

2 + q2
3 + q2

4 (13)

と定義する．ノルム１の複素数が平面での回転を表現できるのと同様に，ノルム１

の四元数は３次元の回転を表現できる．すなわち，ある単位ベクトルe = (e1, e2, e3)

を軸として θ(rad)回転した姿勢を

q1 = e1sin(θ/2)

q2 = e2sin(θ/2)

q3 = e3sin(θ/2)

q4 = cos(θ/2)

(14)

で表現する．(14)式を見てもわかるように q1, · · · , q4 の符号をすべて同時に反

転させても同じ姿勢を表わす．それは例えば，q = [0, 0, 0, 1]T になるのは θ =

0, 4π, 8π, · · ·のときであるが，q = [0, 0, 0,−1]T になるのは θ = 2π, 6π, 10π, · · ·で
あることから符号を全て反転させると同じ姿勢になることがわかる．また，四元

数どうしの乗算は回転の合成を意味する．四元数 qと回転行列R = [rij ]には，

r11 = q2
1 − q2

2 − q2
3 + q2

4

r12 = 2(q1q2 + q3q4)

r13 = 2(q1q3 − q2q4)

r21 = 2(q1q2 − q3q4)
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r22 = −q2
1 + q2

2 − q2
3 + q2

4 (15)

r23 = 2(q2q3 + q1q4)

r31 = 2(q1q3 + q2q4)

r32 = 2(q2q2 − q1q4)

r33 = −q2
1 − q2

2 + q2
3 + q2

4

の関係が成り立つ．逆に回転行列Rを四元数 qに変換する関係式はいろいろと考

えられるが，たとえば q4 �= 0のとき，

q4 = ±√
1 + r11 + r22 + r33/2

q1 = (r23 − r32)/4q4

q2 = (r31 − r13)/4q4

q3 = (r12 − r21)/4q4

(16)

となる．この式の両辺を微分して，(5)を代入すると，次式が得られる．よって，

人工衛星の姿勢を回転行列Rではなく，四元数 qを用いて表現することができた．

これによって特異点を避けることができる．

q̇ � Σ(q)ω =
1

2




q4 −q3 q2

q3 q4 −q1

−q2 q1 q4

−q1 −q2 −q3







ω1

ω2

ω3


 (17)

４章において角速度オブザーバを設計する際にこの回転行列Rを用いることが多

いので改めてここに記しておく．(15)より，

R =




q2
1 − q2

2 − q2
3 + q2

4 2(q1q2 + q3q4) 2(q1q3 − q2q4)

2(q1q2 − q3q4) −q2
1 + q2

2 − q2
3 + q2

4 2(q2q3 + q1q4)

2(q1q3 + q2q4) 2(q2q3 − q1q4) −q2
1 − q2

2 + q2
3 + q2

4


 (18)

またRに関して以下のことが成り立ち，(80)(81)(82)の計算に用いる．

RT S(ω)R = S(RT ω)‖q‖2 (19)

RT S(ω)‖q‖2 = S(RT ω)RT (20)

ṘT = −RT S(ω) (21)
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4. 角速度オブザーバの設計

4.1 １軸の場合

本研究の目的は角速度オブザーバの設計であるのだが，３軸でのオブザーバは

リアプノフ関数を設計することが容易ではない．そこで，まず１軸においての角

速度オブザーバの設計を試みることにした．

4.1.1 運動方程式

xy平面におけるω1のみ考える．yz平面，zx平面は考えない．このとき，ω2 =

0, ω3 = 0, q̇2 = 0, q̇3 = 0, ˙̃q2 = 0, ˙̃q3 = 0, q2 = 0, q3 = 0となる．qの微分の (17)は

(22)のようになり，ωの微分は (6)であるが (23)のようになる．よって人工衛星

の運動方程式は以下のように (22)(23)のような状態方程式となる．

q̇ =

[
q̇1

q̇4

]
=

1

2

[
q4ω1

−q1ω1

]
(22)

ω̇ = ω̇1 = J−1τ (23)

q : 姿勢を表す四元数 (観測可能)．‖q‖ = 1

ω：角速度 (観測不可能)

4.1.2 オブザーバの構成

以下のように q, ωの推定値を定義する．

q̃：qの推定値 (設計可能).

ω̃：ωの推定値 (設計可能).

eω = ω̃ − ω → 0　 (24)

eq = q̃ − q → 0 (25)
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(24)(25)式のようにオブザーバで制御するのが目的である．ここで，１軸におい

ては q, q−1は，(14)より

q = iq1 + q4 (26)

q−1 = −iq1 + q4 (27)

である．(25)式は qq̃−1 = (0, 1)T と同等であるから，１軸において qq̃−1を計算す

ると

qq̃−1 = (−q4q̃1 + q1q̃4)i + (q1q̃1 + q4q̃4)

� Q′
1i + Q′

4 (28)

ノルム１の複素数が平面での回転を表現できるのと同様に，ノルム１の四元数

は３次元の回転を表現できる．よって，qのノルムには ‖q‖ = 1という拘束条件

を与える．すると，１軸において qのノルムは

‖q‖2 = q2
1 + q2

4 = 1 (29)

一方，qの推定値 q̃にも同様の拘束条件を与え，q̃のノルムは

‖q̃‖2 = q̃2
1 + q̃2

4 = 1 (30)

(30)より d
dt
‖q̃‖2 = 0であり，その条件を満たす ˙̃qは，必ず (31)のようになる．

˙̃q =
1

2

[
q̃4ω

′
1

−q̃1ω
′
1

]
(31)

ω′
1 � ω̃1 + f1 (32)

(31)において ω′
1は設計可能な変数なので (32)のように定義する．(32)において

f1は補正項で q = q̃のときすなわち qが正しく推定できているとき f1 = 0となる

ように設計する．

ω̇ = J−1τ (33)

˙̃ω = J−1τ + f2 (34)

ėω = ˙̃ω − ω̇ = f2 (35)
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f2は補正項で eq = 0のとき f2 = 0である．

qq̃−1の微分は

d

dt
(qq̃−1) =

d

dt

[
Q′

1

Q′
4

]
=

1

2

[
−Q′

4

Q′
1

]
eω + f1 (36)

(36)のようにQ′
1, Q

′
4の微分がQ′

1, Q
′
4を用いて容易に表現できる．よって偏差系

のダイナミクスを構成することができた．

偏差系のダイナミクス

偏差系のダイナミクスは (37)(38)(39)のようになる．

Q̇′
1 = −1

2
Q′

4eω + f1 (37)

Q̇′
4 =

1

2
Q′

1eω + f1 (38)

ėω = f2 (39)

ここで，補正項を設計するためにリアプノフ関数を選ぶこととする．３軸では容

易にリアプノフ関数を設計できないことを記したが１軸の回転では偏差系のダイ

ナミクスが比較的単純な構造であること．また，qではなくQで考えた時に f1を

１次，f2を２次になるように設計すれば，偏差系のダイナミクスが同次なシステ

ムであるために同次なシステムではリアプノフ関数が必ず存在するという利点か

ら容易にリアプノフ関数を設計できる．次節よりリアプノフ関数を用いてこのダ

イナミクスが大域的に安定であることを証明する．また，次節でシステムが安定

となるような f1, f2を設計する．

4.1.3 リアプノフ関数

リアプノフ関数の候補を

V = (

√
Q′

1
2 + Q′

4
2 − Q′

4) +
1

4k2
e2

ω > 0 (40)
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とする．ただし，k1, k2 > 0．その微分は

V̇ = −1

2
(Q′

1
2
+ Q′

4
2
)(2Q′

1Q̇
′
1 + 2Q′

4Q̇
′
4) − Q̇′

4 +
1

2k2
eω ėω

= −1

2
Q′

1eω − 1

2
Q′

1f1 +
1

2k2
eωf2 (41)

V̇ ≤ 0となればいいので f1, f2を以下のように選ぶ．

f1 = k1sgn(Q′
1)(

√
Q′

1
2 + Q′

4
2 − Q′

4) (42)

f2 = k2Q
′
1‖Q‖ (43)

f1, f2を (42)(43)のようにすると V > 0, V̇ ≤ 0となる．このような f1, f2と構成

することによってこのシステムは安定ということができる．f1は１次，f2は２次

にしているのでこのシステムは同次である．

ただし，V̇ = 0となるのは，Q′ = [0, 1]T となる．このとき Q̇′ = [0, 0]T になる．

(36)においてこのことが成り立つためにはω = ω̃でなければならない．一方，(32)

においてQ′ = [0, 1]T ならば ω′ = ω̃となる．よって ω̃ = ωとなる．これは角速度

が正しく推定できていることになる．この結果から，ラサールの定理によって１

軸においての偏差系のダイナミクスは大域的に安定と言うことができる．

角速度オブサーバ

˙̃q =

[
q̇4

−q̇1

]
=

1

2
Σ′(q̃)(ω̃1 + f1)

=
1

2

[
q4

−q1

]
{ω̃1 + k1sgn(Q′

1)(

√
Q′

1
2 + Q′

4
2 − Q′

4)} (44)

˙̃ω1 = J−1τ + k2Q
′
1‖Q′‖ (45)

(44)(45)はω以外の q，Q′(Q′は qで構成されている)，ω̃1で構成されている．よっ

て１軸における大域的な角速度オブザーバを設計することができた．
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4.2 ３軸で主慣性モーメントが同じ場合

１軸でのオブザーバを参考にして３軸でのオブザーバを構成する．ここでは，

慣性モーメントを J =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


のように主慣性モーメントが全て同じ形であ

るとする．主慣性モーメントが全て同じであるということは，人工衛星が立方体

や球のような形状に限られる．

4.2.1 運動方程式

人工衛星の運動方程式は (17)(6)となるので，改めてまとめて記すと

q̇ = Σ(q)ω =
1

2




q4 −q3 q2

q3 q4 −q1

−q2 q1 q4

−q1 −q2 −q3







ω1

ω2

ω3


 (46)

ω̇ = J−1S(ω)Jω + J−1τ (47)

ここで，１軸の場合と同様に観測不能なのは ωのみである．

３軸の場合においても１軸の場合と同様に qq̃−1を計算すると

qq̃−1 = (−q4q̃1 + q3q̃2 − q2q̃3 + q1q̃4)i

+ (−q3q̃1 − q4q̃2 + q1q̃3 + q2q̃4)j

+ (q2q̃1 − q1q̃2 − q4q̃3 + q3q̃4)k

+ (q1q̃1 + q2q̃2 + q3q̃3 + q4q̃4)

� Q1i + Q2j + Q3k + Q4 (48)

ここで qのノルムには ‖q‖ = 1という拘束条件を与えているので，qのノルムは

‖q‖2 = q2
1 + q2

2 + q2
3 + q2

4 = 1 (49)

一方，qの推定値 q̃にも同様の拘束条件を与え，q̃のノルムは

‖q̃‖2 = q̃2
1 + q̃2

2 + q̃2
3 + q̃2

4 = 1 (50)
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(50)より d
dt
‖q̃‖2 = 0であり，その条件を満たす ˙̃qは，必ず (51)のようになる．

˙̃q =
1

2




q̃4 −q̃3 q̃2

q̃3 q̃4 −q̃1

−q̃2 q̃1 q̃4

−q̃1 −q̃2 −q̃3







ω′
1

ω′
2

ω′
3


 = Σ(q̃)ω′ (51)

ここで，ω′は設計可能な変数である．

4.2.2 角速度オブザーバの構成

ω̃を真値に漸近追従させるような角速度オブザーバを設計するために偏差系の

ダイナミクスを構成する．偏差系のダイナミクスは，慣性モーメント Jが主慣性

モーメントが全て同じであれば q, ωで構成できる．まず角速度 ωの偏差をとるこ

とにする．(47)において，主慣性モーメントが全て同じであることと，S(ω)ω = 0

であることから，

ω̇ = J−1S(ω)Jω + J−1τ

= J−1




0 ω3 −ω2

−ω3 0 ω1

ω2 −ω1 0


 J




ω1

ω2

ω3


 + J−1τ

= J−1τ (52)

ωの推定値の微分は f2を補正項とすると，例えば以下の形が考えられる．

˙̃ω = J−1τ + f2 (53)

偏差をとると

eω � ω̃ − ω (54)

ėω = f2 (55)
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となる．

次に qの偏差をとることにするが，１軸の場合と同様に q̃ − qではなくて，qq̃−1

をとることにする．(56)(57)のように制御するのがオブザーバの目的である．

eω = ω̃ − ω → 0　 (56)

eq = q̃ − q → 0 (57)

q = q̃は qq̃−1 = (0, 0, 0, 1)T と同等である．そこで偏差ダイナミクスにおいて位置

の誤差を q − q̃のような差ではなく qq̃−1のような比で考えることにする．また，

qq̃−1 � Qのように定義する．

qq̃−1 � Q (58)

Q = (−q4q̃1 + q3q̃2 − q2q̃3 + q1q̃4)i

+ (−q3q̃1 − q4q̃2 + q1q̃3 + q2q̃4)j

+ (q2q̃1 − q1q̃2 − q4q̃3 + q3q̃4)k

+ (q1q̃1 + q2q̃2 + q3q̃3 + q4q̃4)

� Q1i + Q2j + Q3k + Q4 (59)

(59)でQ = (Q1, Q2, Q3, Q4)
T = (0, 0, 0, 1)T とするのがオブザーバの目的である．

ここで，回転行列Rは (18)より

R =




q2
1 − q2

2 − q2
3 + q2

4 2(q1q2 + q3q4) 2(q1q3 − q2q4)

2(q1q2 − q3q4) −q2
1 + q2

2 − q2
3 + q2

4 2(q2q3 + q1q4)

2(q1q3 + q2q4) 2(q2q3 − q1q4) −q2
1 − q2

2 + q2
3 + q2

4


 (60)

であるので回転行列Rの推定値 R̃は

R̃ =




q̃2
1 − q̃2

2 − q̃2
3 + q̃2

4 2(q̃1q̃2 + q̃3q̃4) 2(q̃1q̃3 − q̃2q̃4)

2(q̃1q̃2 − q̃3q̃4) −q̃2
1 + q̃2

2 − q̃2
3 + q̃2

4 2(q̃2q̃3 + q̃1q̃4)

2(q̃1q̃3 + q̃2q̃4) 2(q̃2q̃3 − q̃1q̃4) −q̃2
1 − q̃2

2 + q̃2
3 + q̃2

4


 (61)
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である．ここで Qの微分は以下のように回転行列 R̃ を利用することによって

(46)(51)のようにΣを用いた形で表わすことができる．

d

dt
(Q) =




Q̇1

Q̇2

Q̇3

Q̇4


 =

1

2




Q4 −Q3 Q2

Q3 Q4 −Q1

−Q2 Q1 Q4

−Q1 −Q2 −Q3


 (−R̃T )(ω − ω′)

= Σ(Q)(−R̃T )(ω − ω′) (62)

ここで ω′は設計可能な変数なので，

ω′ = ω̃ − f1 (63)

とする．ここで，f1は補正項である．すると，(62)は

d

dt
(Q) = Σ(Q)R̃T (eω + f1) (64)

R̃によって容易にQの微分をΣ(Q)を用いて表わすことができた．Qの偏差を

eωで表わすことができればオブザーバは容易に構成できるので，これによりオブ

ザーバを構成することができる．
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偏差系のダイナミクスは (62)(55)より以下のようになる．

偏差系のダイナミクス

d

dt
(Q) = Σ(Q)R̃T (eω + f1)

=
1

2




Q4 −Q3 Q2

Q3 Q4 −Q1

−Q2 Q1 Q4

−Q1 −Q2 −Q3




·




−q̃2
1 + q̃2

2 + q̃2
3 − q̃2

4 2(q̃3q̃4 − q̃1q̃2) −2(q̃2q̃4 + q̃1q̃3)

−2(q̃1q̃2 + q̃3q̃4) q̃2
1 − q̃2

2 + q̃2
3 − q̃2

4 2(q̃2q̃3 + q̃1q̃4)

2(q̃2q̃4 − q̃1q̃3) −2(q̃2q̃3 + q̃1q̃4) q̃2
1 + q̃2

2 − q̃2
3 − q̃2

4




· (eω + f1) (65)

ėω = f2 (66)

4.2.3 リアプノフ関数

リアプノフ関数の候補を１軸でのシステムにおけるリアプノフ関数を参考に以

下のように選ぶ．

V =
√

Q2
1 + Q2

2 + Q2
3 + Q2

4 +
1

4
eT

ωeω > 0 (67)

その微分は

V̇ =
1

2
(Q2

1 + Q2
2 + Q2

3 + Q2
4)(2Q1Q̇1 + 2Q2Q̇2 + 2Q3Q̇3 + 2Q4Q̇4)

− Q̇4 +
1

2
eT

ωeω

=
1

2
(−Q1,−Q2,−Q3)R

T (eω + f1) +
1

2
eT

ωf2

=
1

2
(−Q1,−Q2,−Q3)R

T eω +
1

2
eT

ωf2

+
1

2
(−Q1,−Q2,−Q3)R

T f1 (68)
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となる．V̇ ≤ 0となればよいので，f1, f2を以下のように選ぶ．

f1 = k1R̃(Q1, Q2, Q3)
T (69)

f2 = k2R̃
T (Q1, Q2, Q3)

T (70)

k1, k2はゲインで，k1 > 0, k2 > 0とする．ここで補正項 f1, f2は，q = q̃ のと

きに f1 = 0, f2 = 0となっている．このように f1, f2 を構成することによって

V > 0, V̇ ≤ 0を言うことができる．ここで，V̇ = 0のときQ = [0, 0, 0, 1]T とな

る，このとき Q̇ = [0, 0, 0, 0]T になる．(62)においてこのことが成り立つためには

R̃T (ω − ω′) = 0にならなければならない．R̃T は正則であるので ω = ω′となる．

一方 (63)においてQ = [0, 0, 0, 1]T ならば ω′ = ω̃となる．よって，ω = ω̃となる．

これは角速度ωが正しく推定できていることになる．この結果からラサールの定

理によって偏差系のダイナミクスは大域的に安定なシステムと言うことができる．

角速度オブザーバ

(51)(53)(63)(69)(70)をまとめると，

˙̃q = Σ(q̃)ω′

= Σ(q̃)(ω̃ + f1)

= Σ(q̃)(ω̃ + k1R̃(Q1, Q2, Q3)
T ) (71)

˙̃ω = J−1τ + f2

= J−1τ + k2R̃
T (Q1, Q2, Q3)

T (72)

(71)(72)は ω以外の q，Q(Qは qで構成されている)，q̃，R̃(R̃は q̃で構成されて

いる回転行列)，ω̃で構成されている．よって主慣性モーメントが全て同じ場合の

３軸における大域的な角速度オブザーバを設計することができた．
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4.3 ３軸で主慣性モーメントが同じでない場合

本節では，(17)(6)を合わせたシステムに対して ωの推定値 ω̃と qの推定値 q̃

が真値に近づくようなオブザーバを設計する．前節では慣性モーメントが J =


1 0 0

0 1 0

0 0 1


のように人工衛星が立方体や球のような形状と限って主慣性モーメ

ントが全て同じ場合のオブザーバを設計した．本節ではωの偏差をとるのではなく

一般化運動量RT Jωの偏差をとることによって慣性モーメントがJ =




2 0 0

0 1 0

0 0 5




のように人工衛星がどのような形状でも ωを推定できるオブザーバを設計する．

4.3.1 運動方程式

(17)(6)をまとめると次式が得られる．

q̇ = Σ(q)ω (73)

ω̇ = J−1S(ω)Jω + J−1τ (74)

q : 姿勢を表す四元数 (観測可能)

ω : 角速度 (観測不可能)

qのノルムに ‖q‖ = 1という拘束条件与えているので，qのノルムは

‖q‖2 = q2
1 + q2

2 + q2
3 + q2

4 = 1 (75)

一方，qの推定値 q̃にも同様の拘束条件を与え，q̃のノルムは

‖q̃‖2 = q̃2
1 + q̃2

2 + q̃2
3 + q̃2

4 = 1 (76)
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(76)より d
dt
‖q̃‖2 = 0であり，その条件を満たす ˙̃qは，必ず (77)のような形に書く

ことができる．

˙̃q =
1

2




q̃4 −q̃3 q̃2

q̃3 q̃4 −q̃1

−q̃2 q̃1 q̃4

−q̃1 −q̃2 −q̃3







ω′
1

ω′
2

ω′
3


 = Σ(q̃)ω′ (77)

ここで，ω′は設計可能な変数であり，ω′の設計は次節で行う．

4.3.2 角速度オブザーバの構成

ω̃を真値に漸近追従させるような角速度オブザーバを設計するために偏差系の

ダイナミクスを構成する．偏差系のダイナミクスは q, ωについて構成すると，ω

の偏差をとったときに慣性モーメント Jが残り，J の主慣性モーメントが全て同

じでない場合の角速度オブザーバを設計することが非常に困難である．そこで本

研究では一般化運動量 p = RT Jωのような運動量の偏差をとり，偏差系のダイナ

ミクスを p, qについて構成することにした．まず，一般化運動量 p, p̃を以下のよ

うに定義する．

p = RT Jω (78)

p̃ = R̃T Jω̃ (79)

ここで，(79)における ω̃の微分を以下のように選ぶ．

˙̃ω = J−1S(ω′)Jω̃ + J−1R̃RT τ + J−1R̃f2 (80)

(80)において f2は補正項であり，q = q̃のとき f2 = 0となるように構成する．ṗ, ˙̃p

は以下のようになる．

ṗ =
d

dt
(RT Jω) = RT τ (81)

˙̃p =
d

dt
(R̃T Jω̃) = RT τ + f2 (82)
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epを (83)のように定義すると，ėpは (84)のようになる．

ep = p − p̃ = RT Jω − R̃T Jω̃ (83)

ėp =
d

dt
(RT Jω − R̃T Jω̃) = −f2 (84)

よって，(80)のように ω̃を選ぶと ėpは (84)のようになる．(80)の誤差補正項以外

にもRを含んでいるが，Rは直接観測可能な衛星の姿勢行列なので問題はない．

以上のように運動量 pの偏差をとることによって慣性モーメント Jが含まれない

式になるので，主慣性モーメントが全て同じでない場合でも角速度オブザーバを

設計することができる．

　次に qについて考える．(85)(86)のように制御するのがオブザーバの目的である．

eω = ω̃ − ω → 0　 (85)

eq = q̃ − q → 0 (86)

q = q̃は qq̃−1 = (0, 0, 0, 1)T と同等である．そこで偏差ダイナミクスにおいて位置

の誤差を q − q̃のような差ではなく qq̃−1のような比で考えることにする．

qq̃−1 = (−q4q̃1 + q3q̃2 − q2q̃3 + q1q̃4)i

+ (−q3q̃1 − q4q̃2 + q1q̃3 + q2q̃4)j

+ (q2q̃1 − q1q̃2 − q4q̃3 + q3q̃4)k

+ (q1q̃1 + q2q̃2 + q3q̃3 + q4q̃4)

� Q1i + Q2j + Q3k + Q4 (87)

(87)で qq̃−1 = (Q1, Q2, Q3, Q4)
T = (0, 0, 0, 1)T とするのがオブザーバの目的であ

る．ここで qq̃−1の微分は以下のように (17)(77)のように Σを用いた形で表わす

ことができる．

d

dt
(qq̃−1) =

[
Q̇1 Q̇2 Q̇3 Q̇4

]T

=
1

2




Q4 −Q3 Q2

Q3 Q4 −Q1

−Q2 Q1 Q4

−Q1 −Q2 −Q3


 (R̃T (ω − ω′))
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= Σ(qq̃−1)(R̃T (ω − ω′)) (88)

(88)においてω′は設計可能な変数であることから qq̃−1の微分の式に ep = RT Jω−
R̃Jω̃という項が入るようにすると (89)のようになる．

d

dt
(qq̃−1) = Σ(qq̃−1)(R̃T J−1R(RT Jω − R̃T Jω̃) + f1)

= Σ(qq̃−1)(R̃T J−1Rep + f1) (89)

(88)が (89)になるように ω′を構成すると

ω′ = J−1RR̃T Jω̃ − R̃f1 (90)

ここで f1は補正項であり，q = q̃のとき f1 = 0となるように構成する．よって，q

についての偏差系ダイナミクスは (89)になる．Rは観測可能な qで構成され，ep

に関しては ω̃が設計可能であるために (83)より設計可能である．よって，(89)の
d
dt

(qq̃−1)は設計可能である．．

(88)(90)(84)より偏差系のダイナミクスは以下のようになる．

d

dt
(qq̃−1) = Σ(qq̃−1)(R̃T J−1Rep + f1)

=
1

2




Q4 −Q3 Q2

Q3 Q4 −Q1

−Q2 Q1 Q4

−Q1 −Q2 −Q3




· (R̃T J−1Rep + f1)

d

dt
ep = −f2 (91)

4.3.3 リアプノフ関数

この章ではリアプノフ関数を用いてf1, f2を設計する．リアプノフ関数の候補は

V = (
√

Q2
1 + Q2

2 + Q2
3 + Q2

4 − Q4)

+
1

4k2
eT

p ep ≥ 0 (92)
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V̇ = −Q̇4 +
1

2k2
ėT

p ep

=
1

2
(Q1, Q2, Q3)(R̃

T J−1Rep + f1)

− 1

2k2
fT

2 ep (93)

V̇ ≤ 0となればよいので f1, f2を以下のように選ぶ．

f1 = −k1(Q1, Q2, Q3)
T (94)

f2 = k2((Q1, Q2, Q3)R̃
T J−1R)T (95)

このとき k1, k2はゲインで，k1 > 0, k2 > 0とする．ここで補正項 f1, f2は，q = q̃

のときに f1 = 0, f2 = 0となっている．このように f1,f2を構成することによって

V > 0, V̇ ≤ 0を言うことができる．ここで，V̇ = 0のときQ = [0, 0, 0, 1]T とな

る．このとき Q̇ = [0, 0, 0, 0]T になる．(88)においてこのことが成り立つためには

R̃T (ω − ω′) = 0にならなければならない．R̃T は正則であるので ω = ω′となる．

一方 (90)においてQ = [0, 0, 0, 1]T ならば ω′ = ω̃となる．よって，ω = ω̃となる．

これは角速度 ωが正しく推定できていることになる．この結果から，ラサールの

定理によって偏差系のダイナミクスは大域的に安定なシステムと言うことができ

る．[5]

(77)(80)(90)(94)(95)より角速度オブザーバは以下のようになる．

˙̃q = Σ(q̃)ω′

= Σ(q̃)(J−1RR̃T Jω̃ − R̃f1)

= Σ(q̃)(J−1RR̃T Jω̃ + k1R(Q1, Q2, Q3)
T ) (96)

˙̃ω = J−1S(ω′)Jω̃ + J−1R̃Rτ + J−1R̃f2

= J−1S(J−1RR̃T Jω̃ + k1R(Q1, Q2, Q3)
T )Jω̃ + J−1R̃RT τ

+ k2J
−1R̃((Q1, Q2, Q3)R̃

T J−1R)T (97)

(96)(97)はω以外の q，Q(Qは qで構成されている)，q̃，R，R̃(Rは q，R̃は q̃で

構成されている回転行列)，ω̃で構成されている．よって主慣性モーメントが全て

違う場合の３軸における大域的な角速度オブザーバを設計することができた．
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5. 数値シミュレーション

本章では角速度オブザーバの有効性を数値シミュレーションで確認する．

5.1 １軸における角速度オブザーバ

5.1.1 モデル�

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
-4
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8

error of omega1

図 1 １軸における eω1 (モデル�)

ゲイン

{
k1 = 1.0

k2 = 1.0
, 慣性モーメント J =




1.0 0 0

0 1.0 0

0 0 1.0




入力トルク τ = 0

q, q̃, ω, ω̃の初期値を以下のようにした．

q(0) =




0

0

0

1


 q̃(0) =




0.8

0

0

0.6


ω(0) =




8

2

7


 ω̃(0) =




1

1

3
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5.1.2 モデル�

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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0

0.5
error of omega1

図 2 １軸における eω1 (モデル�)

ゲイン

{
k1 = 10.0

k2 = 6.0
, 慣性モーメント J =




1.0 0 0

0 2.0 0

0 0 0.5




入力トルク τ = 0

q, q̃, ω, ω̃の初期値を以下のようにした．

q(0) =




0.6

0

0

0.8


 q̃(0) =




0.8

0

0

0.6


ω(0) =




−3

0

0


 ω̃(0) =




0

0

0




考察

理論においては１軸に関する角速度オブザーバの大域的安定性が証明できたが，

シミュレーションにおいても図１，図２からわかるように誤差がゼロに収束して

いることがわかる．

　図１においては，ゲインを k1 = 1.0, k2 = 1.0としたために収束するのに時間が
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かかっている．グラフではわかりにくいが 100秒あたりではまだ振動しているが，

150秒あたりで振動しなくなり完全にω = ω̃となっている．また図２においては，

慣性モーメントを全て違うようにしたが０に収束していることがわかる．図１と

図２を比べるとゲインの影響で図２では最初から振動せずに収束していることが

わかる．

5.2 ３軸で主慣性モーメントが全て同じ場合

5.2.1 モデル�
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図 3 ３軸で主慣性モーメントが全て同じ場合の eω (モデル�)

ゲイン

{
k1 = 1.0

k2 = 1.0
, 慣性モーメント J =




1.0 0 0

0 1.0 0

0 0 1.0




入力トルク τ = 0
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q, q̃, ω, ω̃の初期値を以下のようにした．

q(0) =




0.6

0

0

0.8


 q̃(0) =




0.8

0

0

0.6


ω(0) =




4

1
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 ω̃(0) =




3

1

3




5.2.2 モデル�
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図 4 ３軸で主慣性モーメントが全て同じ場合の eω (モデル�)

ゲイン

{
k1 = 5.0

k2 = 10.0
, 慣性モーメント J =




1.0 0 0

0 1.0 0

0 0 1.0




入力トルク τ = 0

q, q̃, ω, ω̃の初期値を以下のようにした．

q(0) =




1

0

0

0


 q̃(0) =




0

0

0

1


ω(0) =




−1

3

2


 ω̃(0) =




−1

5

1
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考察

理論においては３軸で主慣性モーメントが全て同じ場合に関する角速度オブ

ザーバの大域的安定性が証明できたが，シミュレーションにおいても図３，図４

からわかるように誤差がゼロに収束していることがわかる．

　図３，図４の結果を比べると１軸よりも顕著にゲインの影響が出ていることが

わかる．ゲインの影響で収束時間が明らかに違うことがわかる．さらに，最初の

挙動を比べると図３では激しく振動しているが，図４では最初に振動しているが

すぐに収束に向かっている．この結果から慣性モーメントが全て同じ場合では，

ある程度ゲインが大きくないと収束するのに時間がかかることがわかる．

5.3 ３軸で主慣性モーメントが全て同じでない場合

本研究の主題は３軸で主慣性モーメントが全て同じ場合の角速度オブザーバの

設計であるので，それについて特に細かくシミュレーションを行い，その結果を

示す．

5.3.1 モデル�

ゲイン

{
k1 = 7.0

k2 = 10.0
, 慣性モーメント J =




1.0 0 0

0 2.0 0

0 0 0.25




入力トルク τ = 0

q, q̃, ω, ω̃の初期値を以下のようにした．

q(0) =




1

0

0

0


 q̃(0) =




0

0

0

1


ω(0) =




1

2

−1


 ω̃(0) =




0

0

0




図 5は３軸のオブザーバについてのω1の挙動を示したものである．図 6はその

際の ω1の推定値である ω̃1の挙動である．図 5を見てわかるように入力を０とし
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図 5 ３軸で主慣性モーメントが全て違う場合の ω1 (モデル�)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-2
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0

1
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図 6 ３軸で主慣性モーメントが全て違う場合の ω̃1 (モデル�)

ているために ωは自由回転をしていることがわかる．また，図 5と図 6を比較す

ると ω̃1は滑らかにω1に追従している．ω1と ω̃1の図を重ねたものを図 7に示し，

図 8に ω1と ω̃1の誤差すなわち ω̃1 − ω1を示す．図 8で誤差が０に収束するまで

に振動しているのは図 5，図 6からわかるように推定値 ω̃1が滑らかに真値 ω1に

近づいているためである．

　最後に図 9に eω1のみでなく同じ初期値での eωを示す．

30



0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-2

-1

0

1

2

図 7 ３軸で主慣性モーメントが全て違う場合の ω1, ω̃1 (モデル�)
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図 8 ３軸で主慣性モーメントが全て違う場合の eω1 (モデル�)
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図 9 ３軸で主慣性モーメントが全て違う場合の eω (モデル�)
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5.3.2 モデル�
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図 10 ３軸で主慣性モーメントが全て違う場合の eω (モデル�)

ゲイン

{
k1 = 1.0

k2 = 1.0
, 慣性モーメント J =




1.0 0 0

0 2.0 0

0 0 0.25




入力トルク τ = 0

q, q̃, ω, ω̃の初期値を以下のようにした．

q(0) =




1

0

0

0


 q̃(0) =




0

0

0

1


ω(0) =




1

2

−1


 ω̃(0) =




0

0

0




5.3.3 モデル�

ゲイン以外をモデル�と同様の初期値でシミュレーションを行った．

ゲイン

{
k1 = 10.0

k2 = 7.0
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図 11 ３軸で主慣性モーメントが全て違う場合の eω (モデル�)
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5.3.4 モデル�
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図 12 ３軸で主慣性モーメントが全て違う場合の eω (モデル�)

ゲイン以外をモデル�と同様の初期値でシミュレーションを行った．

ゲイン

{
k1 = 100.0

k2 = 70.0

考察

　理論においては３軸で主慣性モーメントが全て違う場合に関する角速度オブ

ザーバの大域的安定性が証明できた．シミュレーションにおいても図 10，図 11，

図 12からわかるように誤差がゼロに収束していることがわかる．

　図 10と図 11を比べると，収束時間はほぼ変わらないものの最初の挙動が違う

ことがわかる．図 10では不規則に振動しているが，図 11では激しく振動してい

る。それはオブザーバが原因ではなくて入力を０としているため自由回転してい

るためである．一方，図 11と図 12を比べるとグラフではわかりにくいが図 11で

は 80秒あたりまで少し振動しているのに対して図 12では，40秒あたりで収束し

ていることがわかる．

　この結果と前節の主慣性モーメントが全て同じ場合と比べると収束時間という
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点で慣性モーメントが同じ場合と比べるとゲインがかなり大きくないと早く収束

しないことがわかる．
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5.4 姿勢制御則と組み合わせた場合

本論文では，主慣性モーメントが全て違っていても，大域的に角速度を推定す

る非線形オブザーバを設計した．本研究では，角速度を推定することが目的であ

るが，人工衛星の姿勢制御を行う際に角速度オブザーバを用いて姿勢制御を行う

手法が考えられる．そこで本節では，コントローラを (100)とし, 角速度オブザー

バと組み合わせたときのガスジェット方式による場合の姿勢制御シミュレーショ

ンを示す．

　ガスジェット方式による場合の人工衛星の運動方程式は (98)(99)である．

Ṙ = S(ω)R (98)

Jω̇ = S(ω)Jω + τ (99)

コントローラを (100)のようにしたのは角速度オブザーバを用いて角速度を正し

く推定すると eω = ω̃ − ω → 0となる．このとき (99)において S(ω)Jωをキャン

セルしてコントローラで (100)の第二項のみが残るようにしたかったからである．

τ = −S(ω̃)Jω̃ + J


 −α0




q1

q2

q3


 − α0




ω̃1

ω̃2

ω̃3





 (100)

ただし，α0 > 0, α1 > 0．

モデル�

ゲイン




k1 = 5.0

k2 = 10.0

α0 = 4.0

α1 = 2.0

, 慣性モーメント J =




2.0 0 0

0 1.0 0

0 0 1.25




入力トルク τ は (100)と同じ．
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q, q̃, ω, ω̃の初期値を以下のようにした．

q(0) =
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モデル�

ゲイン




k1 = 10.0

k2 = 20.0

α0 = 10.0

α1 = 5.0

, 慣性モーメント J =




1.0 0 0

0 2.0 0

0 0 4.0




入力トルク τ は (100)と同じ．

q, q̃, ω, ω̃の初期値を以下のようにした．
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考察

モデル�の図15より５秒あたりで eωが０に収束していることがわかる．eω → 0

となるとコントローラの第二項だけが残るので図 16より q = [0, 0, 0, 1]T に収束

し，これにより姿勢制御できていることがわかる．

　モデル�の図 13では 25秒あたりに eω が０に収束していることがわかる．図

14では同じく 25秒あたりで姿勢制御できていることがわかる．
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図 13 姿勢制御則と組み合わせた場合の eω (モデル�)
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図 14 姿勢制御則と組み合わせた場合の q (モデル�)
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図 15 姿勢制御則と組み合わせた場合の eω (モデル�)
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図 16 姿勢制御則と組み合わせた場合の q (モデル�)
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6. おわりに

本研究では，同次性の概念を用いて，人工衛星の姿勢を回転行列 Rを用いる

のではなく四元数 qを用いて表現し，姿勢を表わす四元数と運動量の偏差をとる

ことによってダイナミクスを構成し，主慣性モーメントが全て違う場合でも大域

的な角速度オブザーバを設計した．また，この理論の有効性を確認した．しかし

ながら，角速度オブザーバと姿勢制御と組み合わせた場合はシミュレーションで

姿勢制御できていることは示したが大域的安定性にはふれていない．今後は角速

度オブザーバと姿勢制御則を組み合わせた場合の大域的安定性を研究課題として

扱っていきたい．
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