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コンパクト集合への最小射影法と

二輪車両の障害物回避制御問題への適用�
福井 善朗

内容梗概

非線形制御において，非可縮多様体上で定義されたシステムの漸近安定化問題

が研究されている．この問題を考える上での主な障害は，非可縮多様体上で定義

されたシステムの目標点を大域的漸近安定化する静的な連続状態フィードバック

は存在しないことである．これにより，非可縮多様体上で定義されたシステムに

対してフィードバック制御系設計を行う場合，時変あるいは不連続な漸近安定化

制御を設計する必要がある．

この問題に対し，なめらかではない制御Lyapunov関数の設計法である最小射
影法と，制御則設計法が提案されている．また，応用例としてホロノミック移動

体の静的障害物回避制御や，剛体の姿勢角制御も提案されている．ところが，非

ホロノミック拘束を持つ二輪車両の障害物回避問題に対して最小射影法の適用は

行われていない．

非ホロノミック拘束を持つシステムの制御を行うために，コンパクトな目標集

合の安定化を考えることが行われている．しかし，最小射影法は，コンパクトな

目標集合の安定化問題に適用できない問題点があり，適用できるよう拡張可能で

あるかどうかは未検証である．

そこで，本論文では最小射影法をコンパクトな目標集合への安定化問題に適用

できるよう拡張を行う．応用例として二輪車両の障害物回避制御則を提案し，実

機・シミュレーションによる有効性確認を行う．�奈良先端科学技術大学院大学 情報科学研究科 情報システム学専攻 博士論文, NAIST-IS-DD1061020, 2013年 2月 20日. i



第 2章では可微分多様体や，多様体の非可縮性などの数学的概念の導入を行う．
第 3章では微分不可能な制御Lyapunov関数の設計法である最小射影法を紹介し，
コンパクト集合への安定化問題に適用できないことを確認する．第 4章では非可
縮多様体上で定義されたシステムに対するコンパクトな目標集合の漸近安定化問

題を定式化し，コンパクト集合への最小射影法を提案する．提案法により車両の

障害物回避問題に対して集合への制御Lyapunov関数を設計可能となることを示
す．第 5章では厳密でない集合への制御 Lyapunov関数を使った二輪車両の障害
物回避制御則を提案する．提案する障害物回避制御は静的な状態フィードバック

制御であり，解析的に導出している点，大域的制御を実現できている点，予期せ

ぬ障害物の移動に対しても対応可能である点で優れている．
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Minimum projetion method toward a ompatset and obstale avoidane ontrol law of atwo-wheeled mobile robot.�Yoshiro Fukui
AbstratIn nonlinear ontrol theory, asymptoti stabilization on nonontratible mani-folds is studied by many researhers. The major obstale of the problem is thatif a manifold identi�ed with a state spae is not ontratible, there does not existany ontinuous asymptotially stabilizing state feedbak ontrol at a desired equi-librium. In this reason, we must design time-varying or disontinuous stabilizingontroller.For asymptoti stabilization on manifolds, a nonsmooth ontrol Lyapunov fun-tion design method named the minimum projetion method was proposed. Aglobal asymptoti stabilizing disontinuous ontroller and its appliation werealso proposed; e.g., obstale avoidane ontrol of a holonomi mobile robot, andrigid body ontrol. However, an obstale avoidane problem of a non-holonomitwo-wheeled mobile robot is not onsidered.To design ontroller for a non-holonomi system, asymptoti stabilization to-ward a ompat set is studied. However, we an not apply the original minimumprojetion method to the asymptoti stabilization problem toward a ompat set.In this thesis, we propose an extended minimum projetion method that isapable to a ompat set. Moreover, obstale avoidane ontrol of a two-wheeled�Dotoral Dissertation, Department of Information Systems, Graduate Shool of InformationSiene, Nara Institute of Siene and Tehnology, NAIST-IS-DD1061020, February 20, 2013.iii



mobile robot is developed as an appliation of the extended minimum projetionmethod. The e�etiveness of the ontroller is on�rmed by experiments andsimulation.Setion 2 is a mathematial preliminary of the thesis. The setion ontainsde�nitions of C1 di�erentiable manifold and nonontratible manifold.Setion 3 reviews a nonsmooth ontrol Lyapunov funtion design method namedthe minimum projetion method. Based on the review, we on�rm that themethod is not valid to an asymptoti stabilization problem toward a ompatset.Setion 4 onsiders asymptoti stabilization toward a ompat set on nonon-tratible manifolds. The proposed method has an advantage to design a ontrolLyapunov funtion of the obstale avoidane problem of the two-wheeled mobilerobot.In Setion 5, we develop an obstale avoidane ontroller of two-wheeled mobilerobot by using non-strit ontrol Lyapunov funtion. The proposed ontrolleris a stati disontinuous state feedbak ontrol law. The ontroller have suhdesirable properties that it is obtained by analyti and ahieves global ontrol.Moreover, by using the ontroller, the robot an also avoid an unexpeted obstaleis on�rmed.Keywords:Nonontratible manifold, Stability of ompat set, Control Lyapunov funtion,Minimumu projetion method
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1. はじめに1.1 はじめに
非線形制御において，非可縮多様体上で定義されたシステムの漸近安定化問題

が研究されている．この問題を考える上での主な障害は，非可縮多様体上で定義

されたシステムの目標点を大域的漸近安定化する静的な連続状態フィードバック

は存在しない [1℄ことである．これは可微分である厳密な制御Lyapunov関数が存
在しない [2℄ことを意味しており，非可縮多様体上において制御Lyapunov関数を
利用した制御系設計を行う際には，微分不可能なLyapunov関数を用いる必要が
ある．

非可縮多様体上で定義されたシステムに対する微分不可能な制御Lyapunov関
数の設計法として最小射影法 [3℄が提案されている．最小射影法により得られた
制御Lyapunov関数を使った不連続静的状態フィードバック制御則設計法 [4℄も提
案されており，ホロノミック移動体の障害物回避制御 [4℄や，剛体の姿勢角制御[5℄への適用も行われている．一方で，非ホロノミック拘束を持つ二輪車両の障害
物回避問題に対して最小射影法の適用は行われていない．

最小射影法を二輪車両の障害物回避問題に適用するにあたって問題となるのは，Brokettの定理 [6℄である．Brokettの定理とは，非ホロノミック拘束を持つシ
ステムに対し，目標点を漸近安定化するなめらかな状態フィードバック制御は存

在しないというものである．一方で，非ホロノミックシステムに対し，なめらか

な状態フィードバックでコンパクト集合の漸近安定化が可能であることも指摘さ

れている [7℄．これらの結果より，もし，目標点の漸近安定化にこだわるなら，多
様体の非可縮性 [1℄とシステムの非ホロノミック性 [6℄の両方の意味で制御則に不
連続性を組み込む必要がある．コンパクト集合への安定化を考えるのならば，多

様体の非可縮性 [1℄のみの意味で制御に不連続性を組み込めば，大域的制御を設
計できる可能性がある．すなわち，最小射影法による二輪車両の障害物回避制御

が実現できる可能性がある．

ところが，最小射影法 [3℄[5℄は，コンパクト集合の安定化問題に適用できない
問題点があり，適用できるよう拡張可能であるかどうかも未検証である．1



そこで，本論文では最小射影法がコンパクト集合の安定化問題に適用できるか

どうか検討し，コンパクト集合への最小射影法を提案する．また，応用例として

二輪車両の障害物回避制御を提案し，実機実験及びシミュレーション実験にて有

効性の確認を行う．1.2 論文の構成
本論文の構成は以下のとおりである．2章では，本論文を読む上で必要となる

数学的な準備であり，非可縮多様体などの定義を紹介する．3章では，非可縮多
様体上で定義されたシステムに対する微分不可能な制御Lyapunov関数の設計法
である最小射影法について紹介し，コンパクト集合への安定化問題に適用できな

いことを確認する．4章では，非可縮多様体上で定義されたシステムに対するコ
ンパクト集合の漸近安定化問題を定式化し，コンパクト集合への最小射影法を提

案する．提案法はオリジナルの最小射影法の純粋な拡張になっており，車両の障

害物回避問題に対して集合への制御Lyapunov関数が設計できるメリットがある
ことを示す．5章は応用の章であり，厳密でない集合への制御 Lyapunov関数を
使った二輪車両の障害物回避制御を提案し，実機実験及びシミュレーション実験

により有効性を確認する．提案する障害物回避制御は大域的な状態フィードバッ

ク制御を解析的に導出している点で優れており，予期せぬ障害物の移動に対して

即座に対応できるメリットもあることを示す．
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これの終わ集合を変えた写像．2. 準備
本論文を読む上で必要な数学について準備を行う．2.1 基本的な概念R は実数全体の集合，N は自然数全体の集合，C は複素数全体の集合とする．R�0 = [0;1) � R とする．

定義 1 (集合の相当 [8℄). 以下が成立するとき，2つの集合X;X 0は等しいといい，X = X 0と書く． x 2 X () x 2 X 0 (1)
定義 2 (部分集合 [8℄). 集合X;X 0を考える．任意の x 2 X に対し，x 2 X 0が成
立するとき，XはX 0の部分集合であるといい，X � X 0と書く．
明らかに，X = X 0であることの必要十分条件はX � X 0かつX 0 � X が満た

されることである．

さらに，集合XとXの部分集合U1; U2に対し，以下が成立する．U1 � U2 () XnU2 � XnU1 (2)
定義 3 (像 [8℄). 以下で定義される集合 �(M)を，写像 � : ~X ! X による集合~M � ~Xの像という．�( ~M) = fxj�(~x) = xを満たす~x 2 ~Mが存在 g (3)(3)を省略して，�( ~M) = f�(~x)j~x 2 ~Mgと書くこともある．
定義 4 (逆像 [8℄). 以下で定義される集合 ��1(M)を，写像 � : ~X ! Xによる集
合M � Xの逆像という． ��1(M) = f~xj�(~x) 2Mg (4)3



定義 5 (写像の制限 [8℄). 写像 f : X ! Y，集合M � Xに対し，f jM(x) = f(x)
で定義される写像 f jM :M ! Y を，写像 f の集合M による制限という．
定義 6 (点列 [9℄). 集合Xに対し，f : N ! Xの形で定義される写像 f をX上の
点列という．点列はX の要素に番号付けをしたリスト x1; x2; :::として記述する
ことができる．これを省略して fxigi2N，あるいは，単に fxigとして記述する．2.2 位相空間・点列の収束・連続写像
定義 7 (位相空間 [9℄). Xを一つの空でない集合，Lを適当な添え字集合とする．Xの部分集合系Oが次の条件を満たす時，OはXにおける一つの位相であると
いう．� X 2 O; ; 2 O．� fOigi2LがOの要素からなる集合族とし，Lが有限集合ならば，\i2LOi 2 O．� fOigi2LがOの要素からなる集合族とすれば，[i2LOi 2 O．
集合X とX における位相Oの対 (X;O)を位相空間という．Oの要素を開集

合とよぶ．以降，必要に応じて位相空間 (X;O)を略して単に位相空間Xと書く．
定義 8 (近傍 [9℄). 位相空間Xを考える．x 2 Uを満たす開集合Uのことをx 2 X
の近傍という．

注意 1. 近傍の概念は文献によって定義が異なることに注意する．例えば，文献[8℄[10℄では，x 2 U1; U1 � U2を満たす開集合U1が存在する集合U2を近傍と呼ん
でいる（文献 [8℄[10℄の定義の場合，U2は開集合とは限らない）．
定義 9 (点列の収束 [9℄). 位相空間X上の点列 fxigを考える．以下が成立すると
き，点列 fxigは点 x! 2 Xに収束するという．� 任意のx!の近傍Uに対し，任意の i � Nに対しxi 2 UとなるようなN 2 N

が存在する． 4



点 x! 2 Xを収束点とよぶ．
定義 10 (連続写像 [9℄). 2つの位相空間X, ~X を考える．写像 � : ~X ! X が以下
の条件をみたすとき，写像 f は連続であるという．� 任意の開集合U � Xに対し，��1(U)は位相空間 ~Xの開集合になっている．
定義 11 (同相写像 [9℄). 2つの位相空間X, ~X を考える．写像 � : ~X ! X が以下
の条件をみたすとき，写像 f は同相写像であるという．� �は全単射．� �は連続写像．� �の逆写像 ��1は連続写像．
位相空間X, ~Xの間に同相写像が存在するとき，Xと ~Xは位相同型，あるいは

単に，同相であるとよぶ．2.3 位相多様体
位相多様体を定義するために，いくつかの概念を導入する．

定義 12 (ハウスドルフ空間 [9℄). 位相空間Xが次の性質を満たす時，Xをハウス
ドルフ空間という．� Xの任意の相異なる点 x1; x2に対し，U1 \U2 = ;となる x1の近傍U1と x2

の近傍U2が存在する．
定義 13 (基 [9℄). 集合X を考える．以下の条件を満たすX の部分集合系 Bを基
という．� 任意のXの要素はBのいずれかの要素に属している.すなわち，X = [U2BU

が成立する．� U1; U2 2 B，x 2 U1 \ U2であるなら，x 2 U3 � U1 \ U2を満たす Bの要素U3 2 Bが存在する． 5



定義 14 (第 2可算 [9℄). 位相空間Xに対し，可算な基が存在するとき，位相空間Xは第 2可算であるという．
定義 15 (n次元局所ユークリッド [9℄). 位相空間Xを考える．任意の点 x 2 Xに
対し，Rn の開部分集合と同相である xの近傍が存在するとき，Xは n次元局所
ユークリッドであるという．

以下の補題が成立するため，必要に応じて定義をおきかえて考えても良い．

補題 1 (n次元局所ユークリッドであることの同値条件 [9℄). 位相空間X が n次
元局所ユークリッドであるための必要十分条件は以下のどちらかが成立すること

である．� 任意の点 x 2 Xに対し，Rn 内の開球と同相である xの近傍が存在する．� 任意の点 x 2 Xに対し，Rn と同相である xの近傍が存在する．
以上のような概念をもとに，位相多様体は以下のように定義される．

定義 16 (n次元位相多様体 [9℄). 第 2可算で n次元局所ユークリッドなハウスド
ルフ空間を，n次元位相多様体とよぶ．
本論文では，必要に応じ，n次元位相多様体を単に位相多様体とよぶ．2.4 連結性とコンパクト性
本論文では弧状連結な多様体を取り扱う．

定義 17 (弧状連結 [9℄). 位相空間Xと点x1; x2 2 Xを考える．f(0) = x1; f(1) = x2
を満たす連続写像 f : [0; 1℄! Xを，x1から x2への道 f とよぶ．
任意の x1; x2 2 Xに対し，x1から x2への道 f が存在するとき，位相空間Xは

弧状連結であるという．

コンパクト集合の定義を行うため，部分空間の定義を行う．6



定義 18 (部分空間 [9℄). 位相空間 (X;O)，集合M � Xを考える．以下で定義さ
れる位相OM をM における相対位相とよぶ．OM = fU �M j U =M \ V となる開集合 V 2 Oが存在 g (5)
集合M に相対位相OM を入れた空間 (M;OM)を位相空間 (X;O)の部分空間

とよぶ．

本論文では，位相空間Xの部分集合M には，常に相対位相が入れられている
と考える．すなわち，これ以降に出てくる集合M � Xはすべて，Xの部分空間(M;OM)を略記したものであることに注意する．
コンパクトな位相空間の定義を行う．

定義 19 (開被覆 [9℄). 位相空間 (X;O)を考える．Oの開集合系U = fUigi2L � O
に対し，[i2LUi = Xが満たされるとき，Uは位相空間Xの開被覆であるという．
ただし，Lは適当な添え字集合である．U の部分集合 U 0が位相空間Xの開被覆になっているとき，U 0をU の部分開被
覆という．

定義 20 (コンパクトな位相空間 [9℄). 位相空間 (X;O)を考える．X の任意の開
被覆が有限な部分開被覆を持つ時，位相空間Xはコンパクトであるという．
別の言い方をすると，Xの任意の開被覆 U = fUigi2L � Oに対し，X = U1 [U2 [ � � � [ Ukを満たす有限個の要素U1; U2; :::; Uk 2 U が存在するとき，位相空間(X;O)はコンパクトであるという．

定義 21 (局所コンパクト空間 [11℄). 位相空間Xを考える．任意の x 2 Xに対し，
コンパクト集合を部分集合に持つ xの近傍が存在するとき，Xは局所コンパクト
空間であるという．

注意 2 (ユークリッド空間の部分空間に対するコンパクト性 [8℄). ユークリッド
空間Rnの部分集合M について，M がコンパクトであることの必要十分条件は，M が有界な閉集合であることである．
コンパクトな位相空間と連続写像に関する定理を紹介する．7



定理 1 (コンパクトな位相空間の像 [9℄). 位相空間 ~X から位相空間X への写像� : ~X ! Xを考える．位相空間 ~Xがコンパクトであるなら，�( ~X)はコンパクト
である．

注意 3. 本節で前述したとおり，本論文では位相空間の部分集合には，常に相対
位相が入っていると仮定する．定理 1で述べられている�によるXの像�(X)は，Xの部分空間 (�( ~X);O�( ~X))を省略した表記になっている．
以下は定理 1の明らかな系である．

系 1. 位相空間X， ~X，部分集合 ~M � ~X，位相空間 ~Xから位相空間Xへの連続
写像 � : ~X ! Xを考える．集合 ~M がコンパクトであるなら，集合 �( ~M)はコン
パクトである．

証明. 文献 [9℄命題 3.4()より，連続写像 �の ~M による制限 �j ~M : ~M ! Xは連
続である．制限 �j ~M : ~M ! Xを使って定理 1を適用することにより，題意は示
された．

点列コンパクト空間に関する定理を紹介する．

定義 22 (点列コンパクト空間 [9℄). 位相空間X を考える．位相空間X 内の任意
の点列がX内に収束する部分列 fxigを含んでいる時，位相空間Xは点列コンパ
クト空間であるという．

命題 1 (コンパクト位相空間と点列コンパクト空間の関係 [9℄). 位相空間X がコ
ンパクトで第 2可算なハウスドルフ空間であることの必要十分条件は，Xが点列
コンパクトで第 2可算なハウスドルフ空間であることである．
位相多様体が第 2可算なハウスドルフ空間であることに注意すると，以下の系

がただちに成立する．

系 2. コンパクトな位相多様体は点列コンパクト空間である．すなわち，コンパク
トな位相多様体X内の任意の点列は，X内に収束する部分列 fxigを含んでいる．8



2.5 プロパー写像
本節では，制御 Lyapunov関数を導入する上で必要となるプロパー写像を導入

する．

プロパー写像を定義するために，閉写像の概念を導入する．

定義 23 (閉集合 [10℄). 位相空間Xを考える．Xにおける開集合の補集合を閉集
合とよぶ．

定理 2 (閉集合の連続写像による逆像 [8℄). 集合X; Y ,連続写像 f : X ! Y を考
える．このとき，閉集合U � Y による f の逆像 f�1(U)は閉集合である．
定義 24 (閉写像 [10℄). 位相空間X; ~X，写像 � : ~X ! Xを考える．
任意の閉集合 U による �の像 �(U)が閉集合となるとき，�は閉写像であると

いう．

命題 2 (コンパクト空間内の閉部分集合はコンパクト [11℄). コンパクト空間内の
閉部分集合はコンパクト集合である．

プロパー写像は以下のように定義できる．

定義 25 (プロパー写像 [10℄). 位相空間X; ~X，連続写像 f : ~X ! Xを考える．こ
の時，任意の位相空間X 0に対し，写像 f � idX0 : ~X �X 0 ! X �X 0が閉写像で
あるとき，f はプロパー写像であるという．ただし，idX0 : X 0 ! X 0は恒等写像
であり，idX0(x) = xで定義される．
以下の命題が知られている．

命題 3 (命題 7[10℄). ハウスドルフ空間X,局所コンパクト空間 Y ,連続写像 f :X ! Y を考える．写像 f がプロパー写像であるための必要十分条件は，任意のY のコンパクト部分集合による f の逆像がコンパクト集合となることである．
位相空間Xから R�0 への写像を考える場合，以下の定理が成立する．

9
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図 1 Example of a proper map
定理 3. 位相空間X,R�0，定数 Lmax 2 (0;1℄，連続写像 V : X ! [0; Lmax)を考
える．

任意のL 2 [0; Lmax)に対し，集合 fxjV (x) � Lgがコンパクトであることの必
要十分条件は，V がプロパー写像であることである．
証明. (()fxjV (x) � Lg = V �1([0; L℄)，命題 3により成立する．()) 注意 2より，[0; Lmax)の任意のコンパクト部分集合は実数 a; b(0 � a < b)
を使って，[a; b℄と書ける．[a; b℄は閉集合で V は連続写像だから，定理 2より，V �1([a; b℄)は閉集合である．一方，V �1([a; b℄) � V �1([0; b℄) = fxjV (x) � bg，fxjV (x) � bgのコンパクト性，命題 2より，V �1([a; b℄)はコンパクト集合である．
これと命題 3より，V はプロパー写像であることが示せた．
例 1. V (x) = (tan�1(x))2で定義される V : R ! [0; �2=4)はプロパー写像である．
実際，任意の L 2 [0; �2=4)に対し V �1([0; L℄) = [� tan(L); tan(L)℄であり，定理3の条件を満たしている．一方，V (x) = (tan�1(x))2で定義される V : R ! R は
プロパー写像ではない．実際，V �1([0; 1000℄) = R であり，命題 3の条件を満た
していない．V (x) = (tan�1(x))2のグラフをFig. 1に示す．
注意 4. 位相空間XからR�0への連続写像を考える場合は，命題 3，定理 3より，
定義 25と同値な命題が複数存在する．文献によっては，同値な命題をプロパー
写像の定義としている場合があるため注意する．10



例えば，任意のR�0のコンパクト部分集合Uに対し，逆像 f�1(U)がコンパクト
集合であることをプロパー写像としたり [11℄，任意のL > 0に対し集合 fxjV (x) �Lgがコンパクト集合であることをプロパー写像とする [1℄[3℄[4℄ことがある．
注意 5. 連続写像 V : Rn ! R を考える場合，以下式を満たす必要十分条件は V
がプロパーであると主張している論文がある [12℄[13℄．limjjxjj!1 jjV (x)jj =1 (6)
ただし，jj � jjはユークリッドノルムである．そのため，取り扱う空間が多様体の
中でもユークリッド空間Rnに限定される場合は，(6)をプロパー性の定義とする
ことがある [14℄．ただし，例えば，V (x) = �xTxなど，プロパーだが (6)を満た
さないものもある．暗黙のうちに正定性を仮定する必要があるなど，(6)を使う
場合には注意が必要である．2.6 可微分多様体
可微分多様体を定義するために，チャートの概念を導入する．

定義 26 (チャート [11℄). 位相多様体X，X の開部分集合W，Rn の開部分集合~W，同相写像 � : W ! ~W を考える．W と �の対 (W; �)をチャートとよぶ．
位相多様体の定義より，位相多様体Xに属する任意の点 x 2 Xに対し，x 2 W

を満たすチャート (W; �)が存在することになる．これを，xまわりのチャート(W; �)とよぶ．
以下のように定義される座標近傍系を使い，多様体の可微分構造を定義するこ

とができる．

定義 27 (座標近傍系 [11℄). 位相多様体Xを考える．W1\W2 = ;を満たすXのチャート (W1; �1); (W; �2)に対し，�2 Æ��11 : �1(W1\W2)! �2(W1 \W2)がC1級微分同相であるとき，(W1; �1); (W; �2)はC1級で両
立1しているとよぶ．1smoothly ompatibleの適切な訳語が見つからなかったため，本論文では C1級で両立してい
るとよぶ． 11



Xのチャートを集めた集合 f(Wi; �i)gに対し，fWigがXの開被覆になってい
るとき，f(Wi; �i)gを座標近傍系とよぶ．座標近傍系 f(Wi; �i)gに対し，任意の２
つのチャートがC1級で両立しているとき，f(Wi; �i)gはC1級座標近傍系である
とよぶ．

定義 28 (C1 級可微分構造 [11℄). 位相多様体 X,C1 級座標近傍系 f(Wi; �i)gを
考える．f(Wi; �i)gを自身よりも大きな座標近傍系に含めることができない時，f(Wi; �i)gは極大2であるとよぶ．
極大な C1級座標近傍系 f(Wi; �i)gのことを位相空間X における C1級可微分

構造とよぶ．

以上のような概念をもとに，C1級可微分多様体は以下のように定義される．
定義 29 (C1級可微分多様体 [11℄). 位相多様体X，位相多様体XにおけるC1級
可微分構造 f(Wi; �i)gの対 (X; f(Wi; �i)g)を，C1級可微分多様体とよぶ．
注意 6. 文献 [28℄では極大でない座標近傍系をもつ多様体を可微分多様体とよん
でいる．本論文では，極大な座標近傍を持つ多様体のみを可微分多様体とよぶ流

儀を採用する．

本論文では，必要に応じ，C1級可微分多様体 (X; f(Wi; �i)g)をC1級可微分多
様体Xとかく．あるいは，単に多様体Xと略記する．2.7 多様体上で定義された写像2.7.1 写像の微分可能性
可微分多様体上で定義された写像に対し，微分可能性を定義することができる．

定義 30 (多様体上で定義されたC1級写像 [11℄). C1級可微分多様体X，写像 V :X ! Rkを考える．任意のチャート (W; �)に対し，合成写像V Æ��1 : �(W )! Rk
がC1級であるとき，V はC1級であるという．C1級写像 V : X ! R 全体からなる集合をC1(X)と書く．2maximalの訳語 12



定義 31 (多様体間の可微分写像 [11℄). C1級可微分多様体X; ~X，写像� : ~X ! X
を考える．(W; �)をXのチャート，( ~W; ~�)を ~Xのチャートとする．このとき，任
意のチャート (W; �); ( ~W; ~�)に対し，合成写像 �Æ�Æ ~��1 : ~�( ~W \��1(W ))! �(W )
がC1級であるとき，�はC1級であるという．C1級の同相写像をC1級微分同相写像と呼ぶ．2.7.2 多様体上で定義された局所リプシッツ・局所半凹写像
ユークリッド空間上で定義された写像に対し，局所リプシッツ性 [15℄・局所半

凹性 [16℄[17℄を持たせることがある．これら２つの概念を自然に拡張することで，
多様体上で定義された写像に対する局所リプシッツ性・局所半凹性を定義するこ

とができる．n次元実数ベクトル � = [�1; �2; :::; �n℄T 2 Rn に対し，以下のようにユークリッ
ドノルムを定義する． jj�jj =  nXi=1 �2i! 12 (7)
ただし，x = [x1; x2; :::; xn℄T である．
定義 32 (局所リプシッツ連続写像 [3℄[18℄[19℄[20℄[21℄). C1級可微分多様体X，写
像 V : X ! R を考える．任意の x 2 Xに対し，以下を満たす定数K > 0と xの
近傍U が存在する時，V : X ! R は局所リプシッツ写像であるという．� 任意の y 2 U � W に対し，jV (x)� V (y)j � Kjj�(x)� �(y)jj．
ただし，(W; �)は xまわりのチャートである．
局所リプシッツ性はチャートの取り方に非依存であることに注意する．このこ

とは，C1級可微分多様体の各チャートはC1級で両立していること，C1級写像
とリプシッツ写像の合成写像はリプシッツ写像であることから確認することがで

きる．

同様にして，多様体上で定義された局所半凹写像を以下のように定義できる．13



定義 33 (局所半凹写像 [3℄[18℄). C1 級可微分多様体，写像 V : X ! R を考え
る．任意の x 2 Xに対し，以下を満たす定数C > 0と xの近傍U が存在する時，V : X ! R は局所半凹写像であるという．� 任意の y 2 U � W に対し，V (x) + V (y) � 2VW �12(�(x) + �(y))� �Cjj�(x)� �(y)jj2．
ただし，(W; �)は xまわりのチャート，VW は V の局所座標表現であり，VW =V Æ ��1である．
局所半凹性もチャートの取り方に非依存であることに注意する．このことは，C1 級可微分多様体の各チャートはC1級で両立していること，文献 [16℄の命題2.1.12(ii)によって確認することができる．2.8 接空間

定義 34 (接空間 [11℄). C1級可微分多様体Xを考える．
ある点 x 2 X 上において，任意の f; g 2 C1(X)に対し，以下が満たされる線

形写像 v : C1(X)! R を xにおける接ベクトルとよぶ．v(fg) = f(x)vg + g(x)vf (8)
ただし，fg 2 C1(X)は fg(x) = f(x)g(x)で定義される写像, vg; vf は v(g); v(f)
の省略記法である．xにおける接ベクトル全体からなる集合を接空間 TxXとよぶ．
定義 35 (接写像 [11℄). C1級可微分多様体X; ~X，C1級写像 � : ~X ! X を考え
る．各 x 2 Xにおいて以下のように定義される写像�� : T~x ~X ! T�(~x)Xを，�の
押し出し，あるいは，接写像とよぶ．(��~v)(f) = ~v(f Æ �) (9)
ただし，f 2 C1(X)である. 14



注意 7. 接写像の定義式 (9)において，それぞれの記号が何を意味しているか見
失いやすいため，整理を行う．C1(X)は C1 級写像 V : X ! R 全体からなる集合であることに注意する．
接写像の定義式 (9)左辺において，~v 2 T~x ~X，��~v は ��(~v)の省略記法であり，��~v 2 T�(~x)X，f 2 C1(X)，(��~v)(f) 2 R である．右辺において，f Æ� 2 C1( ~X)，~v(f Æ �) 2 R である．
そのため，接写像の定義式は意味をなす3ものになっている．
接写像に対し，以下の定理が知られている．

定理 4 (多様体に対する逆写像定理（[11℄定理 4.5）). C1級可微分多様体X; ~X，C1級写像 � : ~X ! Xを考える．任意の点 ~x 2 ~Xに対し，�� : T~x ~X ! T�(~x)Xが
全単射であれば，�jU : U ! �(U)が C1級微分同相となるような xの近傍 U が
存在する．2.9 非可縮な多様体
本論文では非可縮な多様体上の制御を考える．そのために，多様体の非可縮性[29℄について紹介する．

定義 36 (ホモトピー同値 [29℄). 位相空間 X; ~X，写像 f0; f1 : ~X ! X に対し，F (x; 0) = f0(x); F (x; 1) = f1(x)を満たす連続写像F : ~X � [0; 1℄ ! X が存在す
る時，f0; f1はホモトピックであるといい，f0 ' f1と書く．
位相空間X; ~X の間に f Æ g ' id; g Æ f ' idを満たす連続写像 f : ~X ! X; g :X ! ~Xが存在するとき，Xと ~X はホモトピー同値であるといい，X ' ~Xと書

く．ただし，idは恒等写像であり，id(x) = xで定義される．
位相空間X; ~Xがホモトピー同値でないとき，X 6' ~Xと書く．

定義 37 (可縮な多様体 [29℄). 多様体Xが 1点 f0gとホモトピー同値であるとき，Xは可縮であるという．3make senseの訳語． 15



定義 38 (非可縮な多様体). 可縮でない多様体を非可縮な多様体とよぶ．
可縮な多様体の例としてユークリッド空間Rn，非可縮な多様体の例として円

周 S1，トーラス S1� S1，ユークリッド平面 R から１点を除いた集合などが挙げ
られる．
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3. 最小射影法
最小射影法とは，非可縮多様体上で定義されたシステムに対する微分不可能な

制御 Lyapunov関数の設計法である．本章では最小射影法について紹介を行う．3.1 問題設定
弧状連結な n次元C1級可微分多様体上X上で定義された以下のシステムを考

える． _x(t) = f(x(t); u(t)) (10)
ただし，x 2 X, u 2 U � Map(R�0 ;Rm); t 7! u(t) 2 U � Rm , f : X � U ! TxX
は x; uに関して連続であり，Map(R�0 ;Rm)は R�0 から Rm への写像である．ま
た，f(0; 0) = 0を仮定する．ただし，0 2 Xは漸近安定化したい点であり，原点
とよぶ．3.2 不連続制御の必要性
非可縮多様体上で定義されたシステムの大域的漸近安定性を論じるにあたり，

以下の定理が知られている．

定理 5 (Sontagの定理 [1℄). X 上のシステム (10)，静的状態フィードバック u :X ! Rm を考える．解軌道  (t; x; u)が x; tに関し連続であると仮定する．する
と，収束点x! 2 Xに対する集合 fxjx 2 X; limt!1  (t; x; u) = x!gは可縮である．
ただし，静的状態フィードバックは以下で定義される．

定義 39 (静的状態フィードバック). X 上のシステム (10)に対し，適当な写像k : X ! Rn を使って以下のように書ける入力u 2 U � Map(R�0 ;Rm)を静的状
態フィードバックとよぶ． u(t) = k(x(t)) (11)
写像 k(x)を，静的状態フィードバック制御入力とよぶ．17



この定理より，連続な静的状態フィードバック則では原点0を大域的に漸近安
定化できない．時変な制御か不連続な制御を取扱う必要があり，古典解だけでは

微分方程式の解を解析できないことになる．3.3 解コンセプト
入力 u(t)が不連続になる場合，システム (10)は不連続な微分方程式となる．不

連続な微分方程式は古典解を持つとは限らないから，古典解以外の解が必要とな

る．これに対し，任意の形の微分方程式に対して有効な不連続微分方程式に対す

る解は提案されていないから，システムの形によって，微分方程式の解の定義を

変えることがなされている [30℄．
ある不連続制御を提案しようという時に，複数提案されている不連続微分方程

式の解が適用可能か個別に議論することは煩雑である．

そこで，最小射影法の原論文 [3℄では，最小射影法が成立するために微分方程
式の解が満たすべき条件をまとめ，その条件を満たす微分方程式の解すべてに理

論が適用できると主張している．

定義 40 (解コンセプト [3℄). 以下の条件を満たす写像  : R�0 �X � U ! Xを，
制御システム (10)，初期値 x 2 X，制御 u 2 U に対する解コンセプトという．� 固定した x 2 Xに対し，写像  : R�0 ! Xは連続．� 集合 �X � X，微分同相写像 � : X ! �Xを考える．この時，��1( (t; x; u))

が ~X 上のシステム _~x = ��1� (f(�(~x(t)); u(t)))の解であることの必要十分条
件は， (t; x; u)が �X上のシステムの解であることである.

注意 8. 解が満たすべき条件をまとめることで，微分方程式の解に対する個別議
論が不要になる．これは大変大きなメリットであると思うから，本論文ではこの

考え方を支持する．

以下に解コンセプトの条件を満たしている例を与えよう．
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定義 41 (カラテオドリ解). システム (10)を考える．以下の写像 (t; x; u) : R�0�X � U ! Xを初期値 p，入力 uに対するカラテオドリ解という． (t; x; u) = Z t0 f( (s; x; u); u(s))ds (12)
定義 42 (時刻の分割). 以下の条件を満たす R�0 上の点列 ftigi2Nを，R�0 の分割
という． 0 = t0 < t1 < t2 < � � � (13)limi!1 ti =1 (14)
また，分割 ftigi2N に対し，diam(�) = supi2N(ti+1 � ti)を直径という．
定義 43 (サンプル・ホールド解 (�軌道)[4℄). フィードバック則u : X ! Rm，分割ftigi2Nに対し，以下を再帰的に解いて得られる写像 (t; x; u) : R�0�X�U ! X
を，システム (10)に対するサンプル・ホールド解 (�軌道)とよぶ． (0; x; u) = x (15)_ (t; x; u) = f( (t; x; u); u(ti)) t 2 [ti; ti+1℄ (16)3.4 制御Lyapunov関数
定義 44 (制御 Lyapunov関数). 弧状連結な n次元 C1級可微分多様体X 上で定
義されたシステム (10)を考える．
この時，以下を満たす連続写像 V : X ! R�0 を制御 Lyapunov関数という．� V はプロパー写像� V は正定：V (0) = 0，任意の x 6= 0に対し V (x) > 0．� V は無限小時間減少性4を持つ：
任意の x 2 Xnf0gに対し，以下を達成する時刻 � 2 (0;1℄と制御 uが存在4in�nitesimal dereasing propertyの訳語 19



する． V ( (t; x; u)) � V (x) 8t 2 [0; �) (17)V ( (�; x; u)) < V (x) (18)
ただし， (t; x; u)は解コンセプトである．3.5 制御システムの再構成

本論文では，X上の制御Lyapunov関数を設計するため，Xより位相的な意味
で簡単な構造を持つ多様体 ~Xを考える．多様体 ~Xに対し，以下を満たすC1級写
像 � : ~X ! Xの存在を仮定する．(A 1) �は全射．(A 2) �(~0) = 0を満たす点 ~0 2 ~Xが存在する．(A 3) 任意の ~x 2 ~Xに対し，連続写像 �� : T~x ~X ! T�(~x)Xは全単射．
以上の仮定より，多様体X 上の制御システム (10)に対し，以下の制御システ

ムを一意に定義することができる．_~x = ~f(~x; u) (19)~f(~x; u) = ��1� f(�(~x); u) (20)
ただし，~x 2 ~Xは x = �(~x)を満たす点である．
このような手続きでX上のシステムからを ~X上のシステムを定義することを

システムの持ち上げという．3.6 最小射影法
以上のような問題設定のもと，最小射影法は以下のようにまとめられる．(1) 条件 (A 1)-(A 3)を満たす多様体 ~X，全射 � : ~X ! X，要素 ~0 2 ~X を設計
する. 20



(2) ~X 上のシステム _~x = ~f(~x; u)に対し，原点 ~0への制御 Lyapunov関数 ~V を設
計する．(3) 以下で定義される写像はX上のシステムに対する制御 Lyapunov関数である．V (x) = min~x2��1(x) ~V (~x) (21)
最小射影法に関し，以下の定理が成立する．

定理 6 (最小射影法 [3℄). 条件 (A 1)-(A 3)を満たす多様体 ~X，全射� : ~X ! X，要
素 ~0 2 ~Xを考える．もし， ~X上で定義される写像 ~V : ~X ! R�0が制御Lyapunov
関数であるなら，以下で定義されるX上の写像V : X ! R�0は，制御Lyapunov
関数になる． V (x) = min~X2��1(x) ~V (~x) (22)
もし制御 Lyapunov関数 ~V が制御に都合の良い性質を持つなら，以下の定理の

ように，都合の良い制御 Lyapunov関数 V を設計することができる．
定理 7. もし， ~V が局所リプシッツ連続な制御 Lyapunov関数であるなら，最小
射影法による導出 (22)で得られる写像は，局所リプシッツ連続な制御Lyapunov
関数になる．

さらに，もし，~V が局所半凹関数な制御Lyapunov関数であるなら，最小射影
法による導出 (22)で得られる写像は，局所半凹な制御 Lyapunov関数になる．3.7 まとめ
本章では従来法である最小射影法について紹介を行った．最小射影法は非可縮

多様体上で定義された非線形システムに対する微分不可能な制御Lyapunov関数
の設計法であり，局所リプシッツ，あるいは，局所半凹な制御 Lyapunov関数も
設計できることがわかる．

最小射影法は原点 0の漸近安定化を取り扱っており，制御 Lyapunov関数の定
義も原点 0を安定化問題に対する概念になっている．そのため，オリジナルの最
小射影法はコンパクト集合の漸近安定化問題を考慮していないことがわかる．21



4. コンパクト集合への最小射影法
前章では最小射影法を紹介した．最小射影法は原点 0 2 Xを大域的漸近安定化

するための微分不可能な制御Lyapunov関数の設計法であり，集合の安定化問題
に適用することはできない．

そこで，本章では最小射影法をコンパクト集合の安定化に適用できるように拡

張を行う．4.1 モチベーション
以下のX = (R2nD)� S1上で定義された二輪車両システムを考える．_x = g(x)u (23)g(x) = 2664os x3 0sin x3 00 13775 (24)

M = fxjx1 = x2 = 0; x3 2 S1g (25)
ただし，x = [x1; x2; x3℄T，u = [u1; u2℄T，Dは，R2 に埋め込まれた以下の空間で
ある． D = f[x1; x2℄T 2 R2 jjj[x1; x2℄T � [pd; 0℄T jj22 � rdg (26)pd > rd (27)
このシステムのある点x! 2 Xを漸近安定化する制御則を設計する問題に対し，

以下の定理が知られている．

定理 8 (Brokettの定理 [6℄). 以下のようなRn 上の対象アファインなシステムを
考える． _x = g(x)u (28)22



ただし，x 2 Rn ; u 2 Rm である．gの列ベクトルが一次独立である時，ある平衡
点を漸近安定化させる滑らかな状態フィードバック則が存在するための必要十分

条件は，m = nを満たすことである．
この定理より，x! 2 Xの安定化問題に対しては，定理 5・定理 8の両方の意味

で不連続制御が必要であることがわかる．

一方で，システム (24)に対し，以下のコンパクト集合M を漸近安定化する制
御則を設計する問題を考える．M = fxjx1 = x2 = 0; x3 2 S1g (29)
すると，この問題は定理 8の条件から外れるから，定理 5の意味での不連続性だ
けを考えれば良い．

ゆえに，コンパクト集合に対する最小射影法があれば，このような非ホロノ

ミック移動ロボットの障害物回避問題に対しても大域的制御を設計できると考え

られる．4.2 問題設定
本章では，弧状連結な n次元C1級可微分多様体上X上で定義された以下のシ

ステムを考える． _x = f(x; u) (30)
ただし，x 2 X; u 2 U � F (R;Rm); t 7! u(t) 2 U � Rm であり，F (R;Rm)は R
からRm への写像全体の集合である．また，写像 f : X �U ! TxXは，x; uに関
し連続であり，M � Xを仮定する．ただし，M は空でないコンパクトなXの部
分集合M である．M を目標集合とよぶ．
集合への最小射影法では，任意の x 2M，t 2 R�0 に対し， (t; x; u) 2 Xを満

たす制御 u 2 U の存在を仮定する．ただし， : R�0 �X � U ! Xは定義 40で
定義した解コンセプトである．

注意 9. 本論文ではM に弧状連結性を仮定しない．23



4.3 コンパクト集合への制御Lyapunov関数
定義 45 (コンパクト集合への制御 Lyapunov関数). 弧状連結な n次元C1級可微
分多様体X上で定義されたシステム (30)を考える．
この時，以下を満たす連続写像 V : X ! R�0 をシステム (30)に対するコンパ

クト集合M への制御 Lyapunov関数という．(B 1) V はプロパー写像．(B 2) V は正定：任意の x 2 M に対し V (x) = 0．また，任意の x 2 XnM に対
し，V (x) > 0．(B 3) V は無限小時間減少性5を持つ：
任意の x 2 XnM に対し，以下を達成する時刻 � 2 (0;1℄と制御 uが存在
する． V ( (t; x; u)) � V (x) 8t 2 [0; �) (31)V ( (�; x; u)) < V (x) (32)
ただし， (t; x; u)は解コンセプトである．4.4 制御システムの再構成

本章では，前章で紹介した最小射影法と同様に，制御システムの持ち上げにつ

いて定義する．

多様体 ~Xに対し，以下を満たすC1級写像 � : ~X ! Xの存在を仮定する．(C 1) �は全射．(C 2) �( ~M) =M を満たす点 ~M � ~Xが存在する．(C 3) 任意の ~x 2 ~Xに対し，連続写像 �� : T~x ~X ! T�(~x)Xは全単射．5in�nitesimal dereasing propertyの訳語 24



以上の仮定より，多様体X 上の制御システム (10)に対し，以下の制御システ
ムを一意に定義することができる．_~x = ~f(~x; u) (33)~f(~x; u) = ��1� f(�(~x); u) (34)
ただし，~x 2 ~Xは x = �(~x)を満たす点である．
このような手続きでX上のシステムからを ~X上のシステムを定義することを

システムの持ち上げとよぶ．

本章で定義した持ち上げの概念と，前章で紹介した持ち上げの概念では，条件(A 2)，(C 2)のみが異なる点に注意しよう．4.5 主結果：コンパクト集合への最小射影法
以下の通り，コンパクト集合への最小射影法を提案する．(1) 条件 (C 1)-(C 3)を満たす多様体 ~X，全射 � : ~X ! X，集合 ~M � ~X を設計
する.(2) ~X 上のシステム _~x = ~f(~x; u)に対し， ~M への制御 Lyapunov関数 ~V を設計
する．(3) 以下で定義される写像はX 上のシステムに対するM への制御 Lyapunov関
数である． V (x) = min~X2��1(x) ~V (~x) (35)
以下の定理は本章の主定理である．

定理 9 (集合への最小射影法). 条件 (C 1)-(C 3)を満たす多様体 ~X，全射� : ~X !X，集合 ~M � ~Xを考える．もし， ~X上で定義される写像 ~V : ~X ! R�0 が ~M へ
の制御 Lyapunov関数であるなら，以下で定義されるX 上の写像 V : X ! R�0
は，M への制御 Lyapunov関数になる．V (x) = min~x2��1(x) ~V (~x) (36)25



もし制御 Lyapunov関数 ~V が制御に都合の良い性質を持つなら，以下の定理の
ように，都合の良い制御 Lyapunov関数 V を設計することができる．
定理 10. もし， ~V が局所リプシッツ連続な ~M への制御 Lyapunov関数であるな
ら，最小射影法による導出 (36)で得られる写像は，局所リプシッツ連続なコンパ
クト集合M � Xへの制御 Lyapunov関数になる．
さらに，もし，~V が局所半凹関数な ~M への制御Lyapunov関数であるなら，最

小射影法による導出 (36)で得られる写像は，局所半凹なコンパクト集合M � X
への制御 Lyapunov関数になる．4.6 主定理の証明
本節では定理 9,定理 10の証明を行う．定理を直接定理を証明することは難し

いため，11の補題を用意する．
原点 0のみからなる集合 f0gはコンパクトであることに注意すると，最小射影

法に関する論文 [3℄で用意されている補題の多くが本章の問題設定に適用できる．
具体的に言えば，[3℄の補題 2～ 8，11については，本章の問題設定に対しても

そのまま成立する．[3℄の補題 9，補題 10は本章の問題設定に適用できないこと
に注意する．

補題 2. ~Xのコンパクト部分集合 ~W を考える．このとき，任意の x 2 Xに対し，f~x 2 ~W j�(~x) = xgは有限集合である．
証明. 背理法で示す．f~x 2 ~W j�(~x) = xgが無限集合と仮定すると，�(~x1) =�(~x2) = � � � = xを満たすW 上の無限点列 f~xigが存在する．W はコンパクト
集合だから，系 2より，W 内に収束する f~xigの部分点列 f~x0igが存在する．f~x0igの収束点を ~x01 2 W とすると，定理 4より，�jU : U ! �(U)が同相写像
となるような ~x01の近傍 U が存在する．�jU の同相性より，�(~x) = xを満たす~x 2 U は ~x01以外には存在しない．すなわち，任意の i 2 N に対し，~x0i 62 U を満
たす ~x01の近傍U が存在する．
ところが，これは f~x0igが収束列の定義（定義 9）を満たしていないことを意味

しており，矛盾している．ゆえに，f~x 2 ~W j�(~x) = xgは有限集合である．26



補題 3. 各 x 2 Xに対し，以下で定義される写像 V : X ! R�0 はwell-de�nedで
ある． V (x) = min~x2��1(x) ~V (~x) (37)
証明. �は全射だから，任意の x 2 Xに対し，�(~x0) = xを満たす ~x0 2 ~Xが存在
する．命題 3より，任意の ~x0 2 ~X に対し，以下で定義される部分空間L~x0 はコ
ンパクト集合．L~x0 = ~V �1([0; V (~x0)℄) = f~xj ~V (~x) � ~V (~x0)g � ~X (38)
補題 2より f~x 2 L~x0 j�(~x) = xgは有限集合である．ゆえに (37)は well-de�neで
ある．

補題 4. 任意の x 2 Xに対し，以下で定義される集合 argmin~x2��1(x) ~V (~x)は有限
集合である． argmin~x2��1(x) ~V (~x) = f~x 2 ��1(x)j ~V (~x) = min~y2��1(x) ~V (~y)g (39)
証明. (38)で定義されるL~x0を考える．すると，明らかに以下が成立する．argmin~x2��1(x) ~V (~x) � f~x 2 L~x0 j�(~x) = xg (40)
ゆえに，argmin~x2��1(x) ~V (~x)は有限集合である．
定義 46 (柱状近傍 [3℄). 任意の点 x 2 X; ~x 2 ��1(x)に対し，以下を満たすよう
な ~xの近傍N(~x)が存在するとき，集合C(x)を xの柱状近傍とよぶ．C(x) = [~x2��1(x)N(~x) (41)
補題 5. 点 x 2 Xの小さな近傍内の点 x0を考える．すると，以下を満たすような
柱状近傍C(x)が存在する． argmin~x02��1(x0) ~V (~x0) � C(x) (42)27



証明. 補題 4より，argmin~x2��1(x) ~V (~x)は有限集合である．また，以下を満たすÆ > 0が存在する．fxjjjx� x0jj < Æg � \~x0 2 argmin~x02��1(x0) ~V (~x0)f�(~x)j~x 2 N(~x0)g (43)
ただし，(43)の右辺は有限個の集合に対して積集合を取っていることに注意し
よう．

ゆえに，任意の x0 2 fx0jjjx0 � xjj < Ægに対し，以下が成立する．argmin~x02��1(x0) ~V (~x0) � C(x) (44)
補題 6. もし ~V が連続写像なら，(36)で定義される写像 V は連続写像である．
証明. ~V (~x)は連続写像．補題 4より，argmin~x2��1(x) ~V (~x)は有限集合．さらに，x 2 Xの小さな近傍内の点 x0に対し，以下が成立することに注意する．argmin~x02��1(x0) ~V (~x0) � C(x) (45)
補題 5より，以下が成立する．V (x0) 2 f ~V (~x)j~x 2 C(x)g (46)
ゆえに，V は連続写像である．
補題 7. 写像 ~V が局所リプシッツ連続ならば，(36)で定義される写像 V は局所リ
プシッツ連続である．

証明. 定理 4より，任意の ~xiに対し，�i(~xi) = �(~xi)を満たす ~xi近傍上の局所微
分同相写像 �iが存在する．写像 ~V は局所リプシッツ連続だから，任意の x 2 X
に対し，~VW (� Æ ��1i (x))はリプシッツ定数Kiを持つ．
補題 4～ 補題 6より，V は局所リプシッツ連続であり，x上のリプシッツ定数はK = maxKiにより得られる． 28



補題 8. もし ~V が局所半凹関数なら，(36)で定義される写像 V は局所半凹関数で
ある．

証明. �i(~xi) = �(~xi)を満たす ~xi近傍上の局所微分同相写像 �iを考えよう．�iは
局所リプシッツ勾配を持つC1級写像を含んでいることに注意する．すると，�i
の全ての要素は局所半凹関数になる [22℄[16℄．ゆえに，以下で定義される Viは局
所半凹関数 [16℄． Vi = ~V (��1i (x)) (47)
補題 4より argmin~x2��1(x) ~V (~x)は有限集合であること，Viが有限個の局所半凹

関数であれば，minf ~Vigは局所半凹関数 [16℄であることに注意すると，題意は成
立する．

補題 9. 任意の x 2 XnM に対し，以下を達成する時刻 � 2 (0;1℄と制御 uが存
在する． V ( (t; x; u)) � V (x) 8t 2 [0; �) (48)V ( (�; x; u)) < V (x) (49)
証明. �(~x0) = x0を満たす点 ~x0を考える．~V は仮定より制御 Lyapunov関数だか
ら，以下を満たす入力 uと解 ~ が存在する．~V ( ~ (t; ~x0; u)) � ~V (~x0) 8t 2 [0; �) (50)~V ( ~ (�; ~x0; u)) < ~V (~x0) (51)~V ( ~ (t; ~x0; u)) � V (�( (t; ~x0; u))), ~V (~x0) = V (x0)に注意すると，uは以下を満
たす． V ( (t; x0; u)) � V (x0) 8t 2 [0; �) (52)V ( (�; x0; u)) < V (x0) (53)
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補題 10. 各� > 0に対し，fx 2 XjV (x) � �g = f�(~x)j~x 2 ~X; ~V (~x) � �gが成立
する．

証明. (1)fx 2 XjV (x) � �g � �(W�)を示す．写像の像の定義より，以下が成立
する． �(W�) = fx 2 Xj�(~x) = xを満たす~x 2 W�が存在 g (54)= fx 2 Xj[�(~x) = x; ~V (~x) � �℄を満たす~x 2 ~Xが存在 g (55)
補題 3よりV はwell-de�neだから，任意のx 2 Xに対し，�(~x) = x; V (x) = ~V (~x)
を満たす ~x 2 ~Xが存在する．このことから，以下が成立する．x 2 fx 2 XjV (x) � �g (56)) x 2 fx 2 Xj[�(~x) = x; V (x) = ~V (~x) � �℄を満たす~x 2 ~Xが存在 g (57)) x 2 �(W�) (58)
すなわち，fx 2 XjV (x) � �g � �(W�)が成立する．(2)�(W�) � fx 2 XjV (x) � �gを示す．明らかに，以下が成立する．Xn�(W�) = fx 2 Xj[�(~x) = x; ~V (~x) > �℄を満たす~x 2 ~Xが存在 g (59)XnfxjV (x) � �g = fx 2 XjV (x) > �g (60)
補題 3よりV はwell-de�neだから，任意のx 2 Xに対し，�(~x) = x; V (x) = ~V (~x)
を満たす ~x 2 ~Xが存在する．このことから，以下が成立する．x 2 Xnfx 2 XjV (x) � �g (61)) x 2 fx 2 Xj[�(~x) = x; V (x) = ~V (~x) > �℄を満たす~x 2 ~Xが存在 g (62)) x 2 Xn�(W�) (63)
すなわち，x 2 Xnfx 2 XjV (x) � �g � Xn�(W�)が成立する．部分集合の性質(2)より，�(W�) � fx 2 XjV (x) � �gが成立する．
以上より，fx 2 XjV (x) � �g � �(W�), �(W�) � fx 2 XjV (x) � �gである

から，題意は成立する． 30



補題 11. V はプロパー写像．
証明. 定数 � > 0と集合W� = f~x 2 ~Xj ~V (~x) � �gを考える．�の連続性，W�の
コンパクト性より，W�の �による像 �(W�)はコンパクト集合である．�(W�) = f�(~x)j~x 2 ~X; ~V (~x) � �gと補題 10より，�(W�) = fx 2 XjV (x) ��g．
以上より，各 � > 0に対し，fx 2 XjV (x) � �gはコンパクト集合であるから，V はプロパー写像である．

補題 12. 任意の x 2 M に対し，V (x) = 0が成立する．また，任意の x 2 XnM
に対し，V (x) > 0が成立する．
証明. ~V は集合 ~M への制御Lyapunov関数だから，~V の正定性 (B 2)より，任意
の ~x 2 ~M に対し ~V (~x) = 0が成立する．�の全射性 (C 1)より，任意の x 2M に
対し，�(~x) = xを満たす ~x 2 ~M が存在し，~V (~x) = 0である．~V (~x) � 0,V の定義(36)より，任意の x 2M に対し V (x) = 0であることがわかる．
ある固定したx 2 XnMを考える．�の性質 (C 2)より�( ~M) =Mだから，任意

の ~x 2 ��1(x)に対し，~x 2 ~Xn ~M．これと ~V の正定性 (B 2)より，任意の ~x 2 ��1(x)
に対し，~V (~x) > 0．補題 3より V は well-de�neだから，任意の x 2 XnM に対
し，V (x) = min~x2�(x) V (~x) > 0が成立する．
以上の 11補題より，定理 9，定理 10を証明する準備が整った．

定理 9の証明. 補題 6より V は連続写像である．補題 11より V はプロパー写像
であり，条件 (B 1)が成立．補題 12より V は正定写像であり，条件 (B 2)が成立．
さらに，補題 9より V は無限時間減少性を持つため，条件 (B 3)も成立する．以
上より，V はコンパクト集合Mへの制御Lyapunov関数の条件をすべて満たして
いるため，題意は成立する．

定理 10の証明. 定理 9，補題 7，補題 8より，題意は成立する．
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4.7 コンパクト集合への制御Lyapunov関数の設計例X = (R2nD)�S1上で定義されたシステム (24)に対し，制御Lyapunov関数を
設計することで，提案法の有効性を確認してみよう．

以下のようなC1級写像 �と簡単な空間 ~X := R2 � S1を用意する．�(~x) := [�1(~x); �2(~x); �3(~x)℄T (64)�1(~x) = rpolar(~x) os ~x2 � pd (65)�2(~x) = rpolar(~x) sin ~x2 (66)�3(~x) = ~x3 (67)rpolar(~x) = 8><>: ~x1 + pd (~x1 � 0)2� (pd�rd) tan�1��2 ~x1pd�rd�+pd (~x1 < 0) (68)
ただし，~x = [~x1; ~x2; ~x3℄T 2 ~Xである． ~X 上に持ち上げたシステムに対する制御Lyapunov関数を以下のように用意する．~V (~x) = 12(~x21 + ~x22) (69)
制御Lyapunov関数 V はコンパクト集合への最小射影法を用いて以下のように求
まる． V (x) = 12('m(x)2 + rm(x)2) (70)'m(x) = arg(x1 + pd + x2i) (71)rm(x) = 8><>: d(x)� pd (pd � d(x))2� tan��(d(x)� pd)2(pd � rd) � (rd < d(x) < pd) (72)d(x) =q(x1 + pd)2 + x22 (73)
ただし，iは複素数，arg : C ! (��; �℄は複素数の偏角を与える関数であり，arg(0) = 0とする．rd = 1; pd = 2の場合の制御 Lyapunov関数 V を Fig.2に， ~V
をFig.3に示す．制御Lyapunov関数の値はx3に依存しないので，それぞれR2nD，R2 平面を定義域にとった 3次元グラフで表示している．32



グラフより，制御Lyapunov関数 V は以下の集合
上において微分不可能であ
ることがわかる． 
 =�[x1; x2; x3℄T 2 Xjx1 < �pd � rd	 (74)
このように，拡張した最小射影法を考えることで，集合への安定化問題に対す

る微分不可能な制御Lyapunov関数を簡単に設計できることがわかる．4.8 まとめ
本章では，最小射影法をコンパクト集合への安定化問題に拡張した．コンパク

ト集合への最小射影法をまとめた定理9は本章の主定理であり，最小射影法はコ
ンパクト集合への安定化問題に適用可能であることがわかった．

提案したコンパクト集合への最小射影法はオリジナルの最小射影法に対する純

粋な拡張になっている．また，非ホロノミック拘束を持つシステム (24)などに対
して制御 Lyapunov関数を設計できるメリットがある．
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5. 二輪車両の障害物回避制御
本章ではコンパクト集合への最小射影法の応用例として，二輪車両の障害物回

避制御を考える．大域的な不連続状態フィードバック制御を提案し，シミュレー

ションおよび実機実験により提案法の有効性を確認する．5.1 モチベーション
前章ではコンパクト集合への最小射影法を提案した. 二輪車両ロボットシス

テムに対する集合への制御 Lyapunov 関数が設計できることを示したが，制御Lyapunov関数を使った状態フィードバック制御則の設計法については議論され
ていない．

制御 Lyapunov関数がなめらかである場合には，目標点を大域的漸近安定化す
る一般的な静的状態フィードバックの設計法が提案されている [33℄. 一方，制
御 Lyapunov関数がなめらかでない場合には，最小射影法を使って得られた制御Lyapunov関数を用いた制御則の設計法 [4℄などが提案されている．ただし，[4℄で
提案されている制御則を使うには，~V が厳密な制御Lyapunov関数である必要が
ある．すなわち，任意の ~x 2 ~Xに対し，以下の条件を満たす必要がある．infu � ~V�~x (~g(~x)u) < 0 (75)
ただし，~g(~x)uはシステム (24)の持ち上げであり，システムの持ち上げの定義式(34)を使って以下のように計算される．~g(~x)u = ��1� g(x)u (76)
ところが，前章 (70)式で示した集合への制御Lyapunov関数 V はこの条件を満

たしていない．実際，以下の集合を考える．�~x����~xは集合 f~xj~x1 = ~x2 = 0gの近傍; h~x1 ~x2i "��1�~x1 ��1�~x2��2�~x1 ��2�~x2#�1 "os ~x3sin ~x3# = 0� (77)
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すると，この集合上で以下が成立するから，条件 (75)が満たされない．infu � ~V�~x (~g(~x)u) (78)= u1 h~x1 ~x2i "��1�~x1 ��1�~x2��2�~x1 ��2�~x2#�1 "os ~x3sin ~x3# (79)= 0 (80)
このように，前章で示した制御 Lyapunov関数は厳密な制御 Lyapunov関数と

ならず，従来法 [4℄を適用できない．
ゆえに，多くの応用例を持つ二輪車両ロボットシステムに対し，提案した集合

への最小射影法を使って状態フィードバック制御の設計できるかどうかが問題と

なる．5.2 問題設定
本論文では独立型二輪車両に対して，障害物回避と目標地点への到達を保証す

る制御則設計問題を考える．障害物は単一の静止した円盤状であるとし，目標地

点において車両の姿勢角は問わない．さらに，次のような仮定をおく．1. 車両・目標点の位置は既知である．2. 二輪車両は各車輪が独立して動作可能である．3. 車両の横滑りは発生しない．4. 車両は任意の速度で走行可能である．5. 二輪車両は中心から半径 rrobot 2 R�0 の円に収まる．6. 半径 robstaleの円盤状障害物が目標点と pd 2 (0;1)だけ離れて配置されて
いる．7. 二輪車両は目標点において障害物と干渉しない．36



mobile robot
x1x2 x3u1u2 destinationobstalerrobot

robstalepd
図 4 Model of a two-wheeled mobile robot and an obstale

二輪車両と円盤状障害物は，Fig.4 のようにモデル化できる．
ただし，[x1; x2; x3℄T 2 R2 �S1は二輪車両の現在位置と姿勢角．[u1; u2℄T 2 R2

は制御入力であり，ロボットの並進移動速度入力，回転角速度入力の対である．

この時，到着時の角度を問わず，目標点にロボットを導く状態フィードバック

制御入力を求めることが問題である．5.3 障害物回避問題の定式化
システムが定義される空間をコンフィグレーション空間 [39℄と取ると，対象問題

は，(23)であらわされる非可縮多様体X上で定義されたシステムに対するコンパ
クト集合Mへの漸近安定化問題として定式化できる．ただし，rd = robstale+rrobot
である．

この時，サンプリング解の意味で，コンパクト集合M を漸近安定化する状態
フィードバック則 u : X ! R2 を求めることが問題である．
ただし，コンパクト集合の漸近安定性は次節で定義される．5.4 集合の漸近安定性
本節では漸近安定性の定義を行う．

定義 47 (大域的アトラクタ [38℄). A(M) = Xであるとき，M は大域的アトラク
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タという．ただし，A(M)は以下のように定義される集合である．A(M) = fxjx 2 X;�+(x) 6= ;;�+(x) �Mg (81)�+(x) = fx!jx! 2 Xに対し， (tn; x; u)! x!かつ tn !1
を満たす R 上の点列 ftngn2Nが存在する g (82)

定義 48 (正不変集合 [38℄). 任意の初期点x 2 U � X; t 2 R�0に対し， (t; x; u) 2U である時，U を正不変集合という．
定義 49 (安定 [38℄). Mの任意の近傍が，Mの近傍である正不変集合 Uを含む時，M は安定であるという．
定義 50 (大域的漸近安定 [38℄). M が大域的アトラクタで安定であるとき，M は
大域的漸近安定であるという．5.5 二輪車両の障害物回避制御
本節では二輪車両の障害物回避制御を提案する．提案法は，以下の 3ステップ

で記述される．1. コンパクト集合への制御Lyapunov関数を最小射影法を使って設計する．2. 減少勾配を計算する．3. 減少勾配方向へ移動する制御則を得る．5.5.1 最小射影法による集合への制御Lyapunov関数の設計
まず，最小射影法を用いて，多様体Xに対する制御Lyapunov関数V を設計す

る．制御 Lyapunov関数は前章で述べたように (70)で得られる．
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5.5.2 制御 Lyapunov関数の減少勾配の定義・計算(70)で得られた制御Lyapunov関数 V は，(74)で定義された集合
上で微分不
可能である．そのため，減少勾配の概念を拡張した概念を取り扱う必要がある．

以下で定義される制御Lyapunov関数V の減少劣勾配 [Vx1(x); Vx2(x); Vx3(x)℄を考
える． [Vx1(x); Vx2(x); Vx3(x)℄ = � � ~V�~x ����~x��1! (s(x)) (83)
ただし，写像 s : X ! ~Xは以下を満たす任意の写像である．�(s(x)) = x (84)V (x) = ~V (s(x)) (85)
注意 10. V の微分可能領域においては，V の減少勾配と劣勾配は一致する．そ
のため，ここで定義した V の減少勾配は，減少勾配の拡張といえる．
注意 11. �に単射が仮定されていないため，ある x 2 Xに対し，�(~x) = xを満
たす ~x 2 ~X が複数存在する可能性がある． ~V の勾配を V の勾配として利用する
ためには，どの点 ~xにおける勾配 �V�x を V の勾配として採用するか決定しなけれ
ばならない．s(x)は集合 ��1(x)の中から ~V が最小となる要素を一つ定める写像
である．
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5.5.3 減少勾配方向へ移動する制御則
本論文では，減少劣勾配方向へ姿勢角を合わせるように移動する以下の制御則

を提案する．u1(x) = k1 (Vx1(x) os x3 + Vx2(x) sinx3) (86)u2(x) = 8>>>>><>>>>>: k2 arg ((Vx1(x) + Vx2(x)i) exp(�x3i))(��=2 � e(x) � �=2)k2 arg ((Vx1(x) + Vx2(x)i) exp(�x3i) exp(�i))(��<e(x)<��=2; �=2<e(x)��) (87)e(x) = arg((Vx1(x) + Vx2(x)i) exp(�x3i)) (88)s(x) = [s1(x); x2(x); s3(x)℄T (89)s1(x) = rm(x) (90)s2(x) = 'm(x) (91)s3(x) = x3 (92)
ただし，k1; k2は任意の正の定数である．
注意 12. (86)の不連続性6はR2nDの非可縮性から，(87)は S1の非可縮性から誘
導される不連続性である．

この制御則は制御目標集合M を大域的漸近安定化するためのものであり，以
下に示す本論文の主定理が成立する．

定理 11. X = (R2nD)� S1上で定義される非ホロノミックシステム (23)および
制御則 (86)，(87)を考える．このとき，サンプリング解の意味で，制御目標集合M は大域的に漸近安定である．

6Vx1 ; Vx2 を導出する際に使った s(x)が不連続関数である．もう少し詳しくいえば，'m(x)に
ある arg関数が不連続関数となっている． 40



5.6 定理11の証明
本節では，本論文の主定理である定理 11の証明を行う．そのために，サンプ

リング解の意味で成立している 12の補題を用意する．分割 � = ftigi2N の直径diam(�)は十分小さいものとする．
サンプリング解を記号  (ti; x; u)であらわし， = ( x;  y;  �)と書く．5.6.1 制御 Lyapunov関数に関する性質
制御 Lyapunov関数 V について，2つの補題が成立する．

補題 13. (Vx1(x); Vx2(x)) = (0; 0)であることの必要十分条件は (s1(x); s2(x)) =(0; 0)である．
証明. (Vx1(x); Vx2(x))の定義より，� ~V�~x ����~x��1 = [~x1; ~x2; 0℄2664��1�~x1 ��2�~x1 0��1�~x2 ��2�~x2 00 0 13775�1 (93)
である．j��=�~xj 6= 0であるから，(~x1; ~x2)に (s1(x); s2(x))を代入して，題意が成
立する．

補題 14. (~x1; ~x2) = (0; 0)を満たす任意の点 ~xに対し，(�1(~x); �2(~x)) = (0; 0)で
ある．

証明. �に (~x1; ~x2) = (0; 0)を代入することで確認できる．
補題 15. (Vx1(x); Vx2(x)) = (0; 0)であることの必要十分条件は，(x1; x2) = (0; 0)
である．

証明. (十分条件) 補題 13,補題 14より，仮定のもとで (�1(s1(x)); �2(s2(x))) =(0; 0)．s の定義より，任意の x に対して s(x) 2 ��1(x) が成立しているから，(x1; x2) = (0; 0)が成立する． 41



(必要条件) V の定義 (70)より，(x1; x2) = (0; 0)であれば V (x) = 0である．~V
の定義 (69)より ~V (~x) = 0の十分必要条件は，(~x1; ~x2) = (0; 0)であることに注意
する．すると，(x1; x2) = (0; 0)であれば (s1(x); s2(x)) = 0である必要がある．補
題 13によって題意が成立する．
補題 16. Vx1(x) os x3 + Vx2(x) sinx3 = 0かつ (x1; x2) 6= (0; 0)であれば，以下が
成立する． �Vx1(x) sin x3 + Vx2(x) os x3 6= 0 (94)
証明. (1)os x3 = 0の場合を考える．仮定より，sinx3 6= 0かつ Vx2(x) = 0であ
る．補題 15より，(Vx1(x); Vx2(x)) 6= (0; 0)である．ゆえに，Vx1(x) 6= 0となり，�Vx1(x) sinx3 + Vx2(x) os x3 6= 0.(2)os x3 6= 0かつ Vx2(x) = 0の場合を考える．Vx1(x) = �Vx2(x) sin x3osx3 より，�Vx1(x) sinx3+Vx2(x) os x3 = Vx2 (x)osx3 である．Vx1(x) os x3+Vx2(x) sinx3 = 0に
注意すると，Vx1(x) = 0である．これは (Vx1(x); Vx2(x)) 6= (0; 0)に矛盾するため，
このような場合は存在しない．(3)os x3 6= 0かつ Vx2(x) 6= 0の場合を考える．�Vx1(x) sinx3 +Vx2(x) os x3 =Vx2(x)osx3 より，�Vx1(x) sin x3 + Vx2(x) os x3 6= 0である．5.6.2 解軌道の局所的な性質
解軌道の局所的な性質を用いた5つの補題を用意する．これにより，制御目標

が安定であることを示す．

補題 17. 正の時刻方向に対し，サンプリング解が局所的には一意に存在する．
証明. システム (23)に対し，g(x)は連続である．(69)で定義される ~V，�は C1
級であるため，Vx1 ; Vx2 を計算すると，これらは局所有界である．ゆえに，制御
則 (86)，(87)も局所有界である．Xは開集合であることに注意すると，十分小さ
な区間 [ti; ti+1)上で _xはリーマン積分可能であり，サンプリング解が局所的には
一意に定まる． 42



補題 18. Vx1( (ti)) os �(ti) + Vx2( (ti)) sin �(ti) = 0; ( x(ti);  y(ti)) 6= (0; 0)
であるとき， �(ti+1)�  �(ti) 6= 0が成立する．
証明. 仮定Vx1( (ti)) os �(ti)+Vx2( (ti)) sin �(ti) = 0を制御則 (86)に代入してu1(ti) = 0である．システムの定義 (23)(24)より， _x1 = u1 os x3; _x2 = u1 sinx3で
あるので _x1(ti) = 0; _x2(ti) = 0．また，補題15より (Vx1( (ti)); Vx2( (ti))) 6= (0; 0)
に注意すると，os(e( (ti))) = os( �(ti)� arg(Vx1( (ti)) + Vx2( (ti))i))= Vx1( (ti)) os �(ti) + Vx2( (ti)) sin �(ti)pV 2x1( (ti)) + V 2x2( (ti))= 0 (95)
が成立する．ゆえに e( (ti)) 6= 0となり，u2(ti) 6= 0． _x3(ti) = u2(ti)であるため， �(ti+1)�  �(ti) = (ti+1 � ti) _x3(ti) 6= 0が成立する．
補題 19. Vx1( (ti)) os �(ti) + Vx2( (ti)) sin �(ti) = 0; ( x(ti));  y(ti)) 6= (0; 0)
であるなら Vx1( (ti+1)) os �(ti+1) + Vx2( (ti+1)) sin �(ti+1) 6= 0が成立する．
証明. 補題 18より�� =  �(ti+1)� �(ti) 6= 0であるため，sin�� 6= 0; os�� 6= 0
である．また，Vx1( (ti+1)) os �(ti+1) + Vx2( (ti+1)) sin �(ti+1)= os��(�Vx1( (ti)) os �(ti) + �Vx2( (ti)) sin �(ti))+ sin��(��Vx1( (ti)) sin �(ti) + �Vx2( (ti)) os �(ti))� sin��(�Vx1( (ti)) sin �(ti) + Vx2( (ti)) os �(ti)) (96)�Vx1 = Vx1(ti+1)� Vx1(ti) (97)�Vx2 = Vx2(ti+1)� Vx2(ti) (98)
である．j sin��j 6= 0であるから，(96)右辺第 1項，第 2項が (96)右辺第 3項より十分
小さくなる ti+1の存在は，(96)左辺が 0でないことを意味する．43



 (ti) 2 
である場合，微小時間で (ti+1) 2 Xn
となる． (ti) 2 Xn
である
場合，V は局所的にC1級であるため，Vx1 ; Vx2は局所的に連続的である．ゆえに，ti+1 � tiを十分小さくとると，j�Vx1j; j�Vx2jはそれぞれ jVx1( (ti))j; jVx2( (ti))j
より十分小さい．

以上より，(96)左辺が 0でないことがわかり，題意は成立する．
補題 20. Vx1( (ti)) os �(ti)+Vx2( (ti)) sin �(ti) 6= 0であるとき，V ( (ti+1))�V ( (ti)) < 0が成立する．
証明. ~V はC1級なので，以下の ~H : R�0 � R�0 ! R が定義できる．~H(ti+1; ti) =~V (s( (ti+1)))� ~V (s( (ti)))� (ti+1 � ti)� ~V�t (s( (ti))) (99)ti+1 � ti 6= 0より， ~Hの定義式 (99)を適宜移項し，両辺を ti+1 � tiで割ると，limti+1!ti ~H(ti+1; ti)ti+1�ti= ~V (ti+1)� ~V (ti)ti+1�ti �� ~V�t (ti)= 0 (100)
である．V (x) = ~V (s(x))，V (x) = min~x2��1(x) ~V (~x)に注意すると，以下が成立
する．V ( (ti+1))� V ( (ti))� ~V ( (ti+1))� ~V ( (ti))= (ti+1 � ti) � ~V�t (s( (ti))) + ~H(ti+1; ti)ti+1 � ti != (ti+1 � ti)  � ~V�~x ����~x��1! (s( (ti)))g( (ti))u( (ti)) + ~H(ti+1; ti)ti+1 � ti != �(ti+1 � ti) hVx1( (ti)) Vx2( (ti)) 0i g( (ti))u( (ti))+ ~H(ti+1; ti)ti+1 � ti != �(ti+1 � ti) k1(Vx1( (ti)) os �(ti) + Vx2( (ti)) sin �(ti))2 + ~H(ti+1; ti)ti+1 � ti !< 0 (101)44



補題 21. 制御目標集合M は安定．
証明. 制御目標集合M の任意の近傍が正不変集合を部分集合として持つことを
示すために，任意の tiに対し，V ( (ti+�))� V ( (ti)) < 0を満たす � > 0の存在
を示す．( x(ti);  y(ti)) = (0; 0)，すなわち， (ti) 2M であれば，システムはその場で
停止する．ゆえに，( x(ti);  y(ti)) 6= (0; 0)である場合を考える．
補題 20より，Vx1( (ti)) os �(ti) + Vx2( (ti)) sin �(ti) 6= 0なら V ( (ti+1))�V ( (ti)) < 0．
補題 19より，Vx1( (ti)) os �(ti) + Vx2( (ti)) sin �(ti) = 0であっても，次の

ステップ ti+1で，Vx1( (ti+1)) os �(ti+1) + Vx2( (ti+1)) sin �(ti+1) 6= 0となる．
そのため，V ( (ti+2))� V ( (ti)) < 0が成立する．
次に，具体的に，M に含まれている正不変集合の存在性を示そう．M の任意

の近傍 U を考える．近傍の定義より，U はM を含む開集合を部分集合に持って
いる．V の連続性より，任意の V (x) = Vminを満たす x 2 X に対し x 2 U が成
立する Vmin > 0が存在する．V ( (ti+2))� V ( (ti)) < 0だから，fxl 2 XjV (xl) � Vming � U は明らかにM
に含まれる正不変集合となる．5.6.3 解軌道の大域的な性質
解軌道の大域的な性質を用いた3つの補題を用意する．これによって，制御目

標集合が大域的アトラクタであることを示す．

補題 22. 正の時刻方向に対し，サンプリング解が大域的に一意に存在する．
証明. 補題 17，補題 21より，Mは安定で局所的に解軌道が一意に定まるため，解
軌道が大域的に一意に定まる．

補題 23. 任意の初期点 x 2 Xに対し，�+(x) 6= ;が成立する．45



証明. コンパクトな制御目標集合M は安定であるため，点 x0を初期点とする解
軌道はコンパクト集合 fxljxl 2 X; V (xl) � V (x0)g � U 内に属し，f (ti)gi2N は
このコンパクト集合内の点列になっている．

コンパクト集合内の点列は，収束点列を部分点列としてもつことが知られて

いる． f (ta(i))gi2N (102)
ただし，a : N ! N は部分列を決定づける単調増加写像である．
そこで，以下のような点列を考えると，題意の成立が確認できる．fta(i)gi2N (103)

補題 24. 制御目標集合M は大域的アトラクタ
証明. M が大域的アトラクタでないと仮定する．すると，補題 23，アトラクタ
の定義より �+(x) 6� M を満たす初期点 x 2 X が存在する．すなわち，x! 2�+(x); x! 62M を満たす点 x! 2 Xと，ai !1で  (ai; x)! x!となる R 上の収
束点列 faigi2N が存在する．V は連続だから，ai !1で V ( (ai)) ! V (x!(ai))である．補題 20の証明よ
り，V の減少量は (Vx1( (ai)) os �(ai) + Vx2( (ai)) sin �(ai))2であるから，limai!1Vx1( (ai)) os �(ai) + Vx2( (ai)) sin �(ai) = 0 (104)
である．x! 62M より (limai!1 Vx1( (ai)); limt!1 Vx2( (ai))) 6= (0; 0)．ゆえに，0 = limai!1Vx1( (ai)) os �(ai) + Vx2( (ai)) sin �(ai)= limai!1qV 2x1( (ai)) + V 2x2( (ai)) os( �(ai)� arg(Vx1( (ai)) + Vx2( (ai))i))= limai!1 os( �(ai)� arg(Vx1( (ai)) + Vx2( (ai))i))= limai!1 os(e( (ai))) (105)
よって，ai !1で e( (ai)) 6= 0，!( (ai)) 6= 0．これは ai !1で (ai; x)! x!
となることに矛盾する．ゆえに題意は成立．46
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図 5 Experiment result: Trajetory in the R2nD plane from (�24; 2; 0)5.6.4 主定理の証明
ここまでに挙げた 12の補題によって，本論文の主定理である定理11を証明す

る準備が整った．

定理 11の証明. 補題 22より任意の初期点に対して解軌道が存在し，システムはXの内部を移動する．また，補題 21,補題 24よりM は安定で大域的アトラクタ
であるため，題意は成立する．5.7 Khepera2を使った実機実験
本節では，非ホロノミック移動ロボットに対する障害物回避制御法として提案

した制御則をKhepera2移動ロボットに実装し，有効性を検証する．Khepera2は，(23)としてモデル化できる独立二輪車両型移動ロボットであり，
制御則 (86), (87)がそのまま適用できる．pd = 8[m℄，rd = 4[m℄の時，Fig.5,Fig.6に初期値 (�24; 3; 0)[m,m,rad℄の結
果を，Fig.7,Fig.8に初期値 (�24; 2;��=4)[m,m,rad℄の結果を示す．パラメータk1; k2は k1 = 10; k2 = 10を選んだ．Khepera2は障害物を回避し，原点への収束
が確認できる．

47



-20

-15

-10

-5

 0

 5

 10

 0  2  4  6  8  10
-3

-2

-1

 0

 1

 2

 3

co
od

in
at

e[
cm

]

an
gl

e[
ra

d]

time[msec]

x
y
 �

図 6 Experiment result: Time variation of the state from (�24; 2; 0)
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5.8 人工ポテンシャル法との比較実験
リアルタイム性に優れたポテンシャル場の作成法として，人工ポテンシャル法[35℄[36℄が知られている．本節では，二輪車両の単一障害物回避問題に対する人

工ポテンシャル法の適用可能性を検討する．5.8.1 人工ポテンシャル法とは
人工ポテンシャル法は，以下のようにポテンシャル場V : X ! R を作成する

手法である． Va(x) = Vxd(x) + Vo(x) (106)Vxd(x) = 12kp(x21 + x22) (107)Vo(x) = ( 12�( 1�(x) � 1�0 )2 (�(x) � �0)0 (�(x) > �0) (108)�(x) =q(x1 + pd)2 + x22 � rd (109)
ただし，Vxd : X ! R は目標状態からの引力ポテンシャル，Vo : X ! Rは障害物
からの斥力ポテンシャル，�(x)はロボットから障害物までの距離，kp; �0; �は正
の重み定数である．kp = 10; �0 = 1; � = 200; pd = 2の時のポテンシャル場をFig.9に示す．Fig.2と
比べると，障害物を中心とした目標地点の正反対地点に，微分不可能領域が作ら

れるか，鞍点が作られるかの違いがあることがわかる．5.8.2 実機実験
制御Lyapunov関数を人工ポテンシャル法で得られた関数Vaで置き換えた制御

則の有効性を検証する．

以下のように，制御Lyapunov関数の減少劣勾配Vx1; Vx2をVaの減少勾配 �Va�x1 ; �Va�x2
で置き換えた制御則を考える． 49
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-10

-5

 0

 5

 10

-25 -20 -15 -10 -5  0

y[
cm

]

x[cm]

trajectory

-10

-5

 0

 5

 10

-25 -20 -15 -10 -5  0

y[
cm

]

x[cm]

obstacle

-10

-5

 0

 5

 10

-25 -20 -15 -10 -5  0

y[
cm

]

x[cm]

indifferentiable set

図 11 Experiment result: Trajetory in the R2nD plane by the arti�ial potentialmethod from (�24; 2;��=4)u1(x) = k1��Va�x1 (x) os x3 + �Va�x2 (x) sinx3� (110)
u2(x) = 8>>>>>>><>>>>>>>:

k2 arg���Va�x1 (x) + �Va�x2 (x)i� exp(�x3i)�(��=2 � ea(x) � �=2)k2 arg���Va�x1 (x) + �Va�x2 (x)i� exp(�x3i) exp(�i)�(��<ea(x)<��=2; �=2<ea(x)��); (111)
ea(x) = arg���Va�x1 (x) + �Va�x2 (x)i� exp(�x3i)� (112)pd = 8[m℄，rd = 4[m℄の時，Fig.10に初期値 (�24; 2; 0)[m,m,rad℄の実験

結果を，Fig.11に初期値 (�24; 2;��=4)[m,m,rad℄の実験結果を示す．パラメー
タ k1; k2 は k1 = 10; k2 = 5を選んだ．実験結果から，かなり遠くであっても，(x1; x2) = (�15; 0)にある鞍点に向かって引き込まれる現象が確認できる．5.9 予期せぬ障害物への適用可能性
車両が初期に計測した障害物の位置と，実際に行動してから判明した障害物の

正しい位置が異なる場合がよくある．本節では，このような予期せぬ障害物に対

する提案手法の適用可能であることをシミュレーション実験により確認する．51
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図 12 Simulation result: Trajetory in the R2nD plane from (�24; 0; 0)
初期時刻では pd = 8[m℄，rd = 4[m℄だったが，t = 2[se℄になった瞬間，障

害物が pd = 12[m℄，rd = 4[m℄に移動した状況を考える．このような場合にも
障害物が切り替わった瞬間に制御則を作り直すことで対応が可能である．すなわ

ち，障害物の位置が変更された場合は，(72)の pdを変更するだけで簡単に対応す
ることができる．Fig. 12，Fig. 13に初期値 (�24; 0; 0)[m,m,rad℄のシミュレーション結果を示
す．パラメータ k1; k2は k1 = 1; k2 = 1を選んだ．太いラインが障害物の移動前，
細いラインが移動後であることを意味している．時刻 t = 2[se℄となった時に制
御則が切り替わっていることがわかる．また，制御則が切り替わった瞬間，車両

は衝突の危険があると自律的に判断して後退し，障害物から離れていることがわ

かる．そして，障害物を回避し，目的地へ到達したことが確認できる．

このように，提案手法は予期せぬ障害物への対応にも有効である．さらに，こ

れを応用することで，提案手法は動的な障害物回避問題へ適応できる可能性があ

ることがわかる．5.10 考察
定理 11より，厳密でない制御Lyapunov関数を使い，非ホロノミック移動車両

の障害物回避制御則を設計できる．

提案法は大域的な状態フィードバック制御であり，応用面でも従来法と比べて52
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図 13 Simulation result: Time variation of the state from (�24; 0; 0)
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図 14 Image of �(pd = 2; rd = 1)
メリットがある．5.10.1 意思決定と制御Lyapunov関数の微分不可能領域の関係
制御則の意味と制御Lyapunov関数の微分不可能領域の関係を考察してみよう．C1級写像 �は，もとの空間を障害物まわりに，半径 ~x1，偏角 ~x2として極座標

表示したものとイメージすることができる．Fig. 14は ~x1; ~x2平面における格子の
像をR2nD上で表示したイメージである．また，(69)より，ポテンシャル場はも
との xy平面を障害物まわりに極座標表示した時の二次形式である．
提案する制御則は，半径 ~x1，偏角 ~x2の重みづけ和を常に減少させる．半径 ~x1，53



偏角 ~x2それぞれが減少するのではなく，重みづけ和が減少することに注意する
と，半径 ~x1が十分大きな減少量を持つなら，偏角 ~x2が増加量を持つことがある．
初期値によっては制御 Lyapunov関数の微分不可能領域 
を横断することも考え
られる．

実際，実験結果の Fig.7から障害物まわりの半径 ~x1の減少量が十分大きいと，
偏角 ~x2は増加したとしても，ポテンシャル場 V の値は減少することがあり，微
分不可能領域を横断していることが確認できる．

この結果より，制御 Lyapunov関数の微分不可能集合が，上まわりか下まわり
のどちらで回避するかを決定している訳ではないことがわかった．5.10.2 停留点問題の解決
提案法は解析的に大域的制御を実現している．解析的に制御を導出する従来法

としては，人工ポテンシャル法が知られている [35℄[36℄．人工ポテンシャル法を
使ってポテンシャル場を設計すると，目標点以外の停留点が必ず存在することが

知られている．望まれない停留点は測度を持つとは限らないことから，一見，人

工ポテンシャル法を使っても問題ないように思える．

ところが，5.8節の比較実験により，ポテンシャル場の鞍点と車両の非ホロノ
ミック拘束は，かなり広い安定領域を作成することがわかる．人工ポテンシャル

法は軌道計画法としては有用ではあるが，制御に直接組み入れることは難しいこ

とがわかる．これに対して提案法は大域的制御を実現しており，停留点問題を解

決していることがわかる．5.10.3 計算量の低減による予期せぬ障害物への適用可能性
ロードマップ法 [45℄[46℄・セル分割法 [47℄・Path-following制御 [36℄などは，連

続な制御空間をいったん離散空間に変換し，離散空間上で経路を計算することで

大域的な制御を実現している．ところが，離散化には刻み幅を細かく取り過ぎる

と計算量が爆発するトレードオフの問題点がある．
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これに対し，提案法は解析的に導出できるため，このような繰り返し計算を不

要としない点で優れていることがわかる．この利点から，5.9節で述べたように，
予期せぬ障害物に対して，複雑な経路計算による遅延なしに，直ちに対応できる

メリットがある．5.11 まとめ
本章では，最小射影法を使って得られた厳密でない制御Lyapunov関数を使い，

非ホロノミック移動車両の障害物回避制御則を設計できるかどうか検証した．定

理 11より，大域的な状態フィードバック制御を設計できることを確認した．
まず，実機実験により，実機実験により，制御 Lyapunov関数の微分不可能領

域が障害物の避け方について意思決定しているわけではないことを予期せぬ知見

として得ることができた．

従来法との比較実験では，ポテンシャル場の作成法として最小射影法を採用し

なければ，大域的制御が実現できないことを明らかにした．

さらに，シミュレーション実験により，提案手法は予期せぬ障害物に対して即

座に対応可能であることを示した．
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6. おわりに
本論文では，非可縮多様体上で定義されたシステムに対するコンパクト集合へ

の制御 Lyapunov関数設計法ならびにコンパクト集合の漸近安定化制御則設計問
題について考えた．3章では，従来の微分不可能な制御Lyapunov関数の設計法である最小射影法[3℄を紹介し，コンパクト集合の漸近安定化問題への適用可能性が未検証であるこ
とを述べた．4章では，最小射影法を集合への大域的漸近安定化問題に適用できるよう，拡
張を行い，二輪車両の障害物回避制御問題に対して微分不可能な制御 Lyapunov
関数が設計できる利点を示した．5章では，4章の応用例として車両の障害物回避制御を提案した．まず，実機実
験により，実機実験により，制御 Lyapunov関数の微分不可能領域が障害物の避
け方について意思決定しているわけではないことを予期せぬ知見として得ること

ができた．従来法である人工ポテンシャル法との比較実験では，ポテンシャル場

に微分不可能領域がなければ大域的制御が実現できないことを明らかにした．さ

らに，シミュレーション実験により，提案手法は予期せぬ障害物に対して即座に

対応可能であることを示した．
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付録A. ラプラスポテンシャル法の計算量について
鞍点が存在しないポテンシャル場の作成法として，ラプラスポテンシャル法 [40℄

が知られている．本節では，二輪車両の単一障害物回避問題に対するラプラスポ

テンシャル法の適用可能性を，計算量の観点から検討する．A.1 ラプラスポテンシャル法とはR2 の部分多様体X = f(x1; x2)gに対し，ラプラスの微分方程式4� = �2��x21 + �2��x22 = 0 (113)
を満たすとき，� : X ! R を調和関数という．この定義式より，ポテンシャル場
は与えられた領域内で極小値をとらない．領域を幅 Æの均一セルに分割し，次の
差分方程式を解くことで，目標点以外に極小点・鞍点を持たないポテンシャル場

を作ることができる．�i;j = 14(�i+1;j + �i�1;j + �i;j+1 + �i;j�1) (114)
文献 [40℄では，以下のGauss-Sidel法を用いたポテンシャル場の導出を提案し

ている．まず，境界条件として，障害物の表面に�0 2 (0;1)を，目標地点に 0を
与える．そして，以下の差分計算を繰り返すことにより，ポテンシャル場を得る．�(n)i;j = 14(�(n)i+1;j + �(n)i�1;j + �(n)i;j+1 + �(n)i;j�1) (115)
ただし，�(n)i;j はn回目の繰り返し計算で得られた値であり，�(0)i;j = �0である．ま
た，繰り返し計算は iおよび jの小さな順に行うものとする．終了条件は，探索開
始点近傍のポテンシャル場の傾きが有効に使える程度に大きくなった場合とする．
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A.2 考察
大域的漸近安定性が保証できるか考察する．終了条件より，探索開始点から目

標地点までの最短測地線近傍では，ポテンシャル場の減少勾配が計算可能である．

また，ラプラス・ポテンシャル法は，制御空間Xを格子点列として近似している．
このことから，ポテンシャル場を直接制御に組み入れると，最短測地線近傍外と

格子点列への近似部分において，漸近安定性が保証できないことがわかる．

計算量について考察する．例えば，障害物のない空間R2 に対して，�(x1; x2)
は以下のように近似できる．�(x1; x2) ; �0 1� � Æx1 + x2 + Æ�2! (116)
ただし，Æはセル分割幅である．このことから，変数精度は Æ2程度が必要である
ことがわかる．また，全離散点�(n)i;j に対して繰り返し演算を行うので，計算量はO((1Æ )2)程度のオーダーであることがわかる．Xを正確に近似するには Æを小さ
く取る必要があることから，ラプラスポテンシャル法は，Æに関して，システム
が定義される空間Xの近似精度と計算量・必要計算精度の間にトレードオフ関係
を持つことがわかる．

このトレードオフ関係より，ラプラスポテンシャルはオフラインな動作計画に

は有効だが，オンラインにポテンシャルの計算が必要な用途には有効でないこと

がわかる．
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