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グラフの描画問題の計算複雑度に関する研究＊

林邦彦

内容梗概

グラフは構造や関係を表現するための基礎的なモデルであり，データ構造や問

題の記述など，計算機科学のさまざまな分野で用いられる．グラフを視覚化する

こと，つまり平面上に描画することは，その構造を理解するために有効な手段で

あるが，人手によるグラフの描画はグラフの規模の増大に伴って困難とな皐ため，

グラフを自動的に描画する手法が必要とされている・

本論文では，いくつかのグラフ族に対する描画問題を定式化し，その間題に対

する計算複雑度およびアルゴリズムについて考察する．第1章では，本研究の目

的と意義および背景について述べる．第2章では，根付き順序木の描画問題の‾

っとして，木構造図の描画問題について考察する．木構造図とは，節点を矩形で

与えられる根付き順序木で，プログラム構造などの階層構造の表現のために幅広

く用いられている．木構造図の描画手法の一つとして，海野らによって0（れ3）時

間の描画アルゴリズムが提案されており，ここでは海野らと同じ描画を得るより

効率的な時間計算量0（Ⅷ（乃，陀））（αはアツカーマン逆関数）のアルゴリズムを提

案する．第3章では，根付き非順序木の描画問題について考察する・根付き非順

序木は，根付き木のうち子の順序が指定されていないもので，この木に対する描

画問題は過去の研究では扱われていなかった．ここではまず，描画に必要な美的

制約を与え，その制約の下である幅以下の描画が存在するかどうかを判定する問

題を定式化する．整数座標系，実数座標系のいずれの場合についても，この間題

がNP完全であることを示す．更に∴整数座標系の場合には，各節点の子の数を

3以下に制限した場合についてもNP完全であることを示す．第4章では，一般
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グラフの動的描画問題を取り上げる．動的描画とは，予め描画されたグラフら；対

してある編集操作が加えられた後，与えられた美的制約を満たしつつ節点の相対

的な位置関係が大幅に変わらないように再描画を行うことである．ここではグラ

フの辺の接続関係を考慮しない場合を考える．節点を矩形と置き換えてグラフの

再描画問題を矩形の再配置問題として取り扱う．予め配置されている矩形の集合

に対して，直交順序を保存し，薙形同士が交差しない，という制約の下で，面積

最小の再配置を求める問題について考察する．三未らはこの問題に対して0（和2）

時間の発見的アルゴリズムを提案している．ここではまず，ある面積以下で再配

置可能かどうかを判定する問題が，整数座標系でNP完全，実数座標系でNP困

難であることを示す．更に，面積最小の再配置を求める0（乃2）時間の発見的アル

ゴリズムを与え，このアルゴリズムで得られる再配置面積が三未らの手法による

面積以下であることを証明する．また，ランダムな初期配置に対して計算機実験

を行い，特に矩形数が多い場合に，三未らの結果に比べて15％～20％の面積で

再配置できることを示す．最後に第5章で，以上の研究成果の結論を述べるとと

もに，今後の研究課題について述べる．

キーワード

グラフ，描画，制約，アルゴリズム，計算量
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StudiesonComputationalComplexityof

GraphDrawlngProblems＊

KunihikoHayashi

GraphsareafundamentalmodeltorepresentseveralstruCtureSandrelations，

whichareusedtode＄Cribedatastructuresorproblems・Tovisualizegraphs，

thatis，tOdrawthemonaplaneisaneGectivemethodforunderstandingtheir

struCture．Butitisverydi伍culttodrawagraphmanual1yasitssizeincrcaβeS・

Therefore，itisimportanttodrawgraphsautomatica11y・

Thereareseveralclassesforgraphs，Thisdissertationconsidersinteresting

problem8fortheclassesofgraphs，andwediscusscomplexitiesandalgorithms

fortheseproblems・InChapterl，WepreSentmOtivationandbackgroundofthe

study，InChapter2）Wediscussadrawingproblemforrootedorderedtrees，

calledlree－StruClureddia9ramS・Atree－StruCturCddiagramhasverticesshaped

asrectangles，andithasbeenwidelyusedtorepresenthierarchicalstructure・

Asadrawlngmethodoftree－StruCtureddiagramS，Unnoetal・prOpOSedan

o（n3）－timedrawingalgorithm・Weimprovethealgorithmtoobtainthesame

drawingsasUnno，swithtimecomplexityO（nα（n，n））（αisafunctionalinverse

。fAck。rmann，sfunction）．InChapter3，Wediscussadrawingproblemforrooted

unorderedtrees．hanrootedunorderedtree）theorderofallchildreni＄n）tspec－

ified．Noneofdrawingproblemsofarootedunorderedtreehasbeenconsidered・

wefirstdefineadecisionproblemforfindingadrawlngunderglVenaeSthetics

・Doctor・sThe8is，I）epaJtmentOfInformationProcesslng・GraduateSchoolofInformation

science，NaraInBtituteofScienceandTbchnology，NAIST－IS－DT9661023，February8，1999・
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WhosewidthislessthanaglVeninteger，andweshowthatthisproblemisNPT

completeinthecasesofintegercoordinateandrealcoordinate・Intheca＄eOf

integercoordinate，WealsoshowthattheproblemisNP－COmpleteevenifthe

nurhberofchildrenofeachvertexisrestrictedtobelessthanorequaltothree．

InChapter4，WeCOnSideradynamicdrawlngprOblemofgeneralgraphs．For

simplicity，Wetakenoaccountofrelationshipofedgeconnectionsingraphs，and

wetreatagraphredrawlngprOblema8areCtanglere－layoutproblem．FbraglVen

SetOfrectanglesonaplane，WeCOn＄ideraproblemoffindingtheminimumarea

layoutoftherectanglesthatavoidsintersectionsoftherectanglesandpreserves

theorthogonalorder・Asapreviousresult，Misueetal・prOpOSedanO（n2）－time

he11risticalgorithmfortheproblem・Wefirstshowthatthecorrespondingdeci－

8ionproblemisNP－COmplete・Wep干eSentanO（n2）－timeheuristicalgorithmthat

glVeSaminimumarealayout，andweprovethattheareaofourlayoutissame

or8mal1erthanMisue’s．Furthermore，WeShowfromexperimentalresultsthat

thelayoutareaofourmethodismuchsmal1erthan Misue’s，eSpeCial1yitis

15％～20％ofMisue’sinthecaseofalargenumberofrectangles．InChapter5，

weconcludethedissertation．

Ⅸeywords：

graph，drawlng，aeSthetics，algorithm，COmplexity
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第1章序論

1．1．グラフ描画問題

グラフは構造や関係を表現するための基礎的なモデルであり・データ構造や問

題の記述など，計算機科学のさまざまな分野で用いられる・グラフを視覚化する

こと，つまり平面上に描画することは，その構造を理解するために有効な手段で

ぁるが，人手によるグラフの描画はグラフの規模の増大に伴って困難となるため・

グラフを自動的に描画する手法が必要とされている・

グラフを自動的に描画する研究として，さまざまな手法が提案されている【3，

4，5，6，19，26，32，38，39】・これらの描画法では・グラフを美しく描くために“美

的制約（aesthetic）”と呼ばれるいくつかの描画規則を設けている・また，グラフ

を紙やCRTの上に表示する際，描画領域に通常限界があることを考慮して・美

的制約を満たす範囲で描画領域の小さな描画を得ることを目的としている場合が

多い．

本論文では，いくつかのグラフのクラスに対して描画問題を定義し，問題の計

算複雑度について考察する．

1．2．グラフの描画法

グラフにはさま■ざまなクラスがあり，各クラスごとに多くの描画法が提案され

ている．ここでは，各クラスごとの描画法について簡単に紹介する・

1．2．1　木

グラフの中で根付き木は最も基本的なものであり，また階層的構造の表現のた

めによく用いられる．そのため，根付き木の描画アルゴリズムについて数多くの

研究がある．

木を描画するときには，通常，いくつかの制約の下で帽の小さな描画を得るこ

とを目的とする．W。thereu，Shannont43】は次の制約を導入し，その制約の下で

1



2分木を描画する線形時間のアルゴリズムを提案した．

●同じレベルにある節点は同一水平線上に置く（根は最も上の水平線に置く）．

●左の子は親の左側に，右の子は親の右側に置く．

●親はその子たちの中央に置く．

更に，Reingold，Tilfbrd【27】は二つの制約

●同型な部分木は（平行移動を許す範囲で）同じ描画とする．

●左右反転した二つの部分木の描画は鏡像となるようにする．

を付け加え，“部分木の輪郭，，を導入することによって，これらの制約の下での線

形時間アルゴリズムを提案した．また，Supowit，Reingold［36］は上の五つの制約

を満たす最小幅の描画を得る問題について考察し，その間題が実数座標系で多項

式時間で解けることを，整数座標系では（相応する判定問題が）NP完全であるこ

とを示した．土田【41】は多分木の描画について，同様の問題のNP完全性を示し

ている．

1．2．2　有向グラフ

有向グラフには，閉路を含まない非閉路有向グラフと，閉路を含む一般有向グ

ラフがある．有向グラフは通常，状態遷移図などのようにできるだけ多くの有向

辺が同方向になるように描画されることが多く，根付き木と同様に，節点を等間

隔に引かれた水平線上に並べて配置する，階層的描画が用いられる．このグラフ

の描画では，美的制約としては通常，以下の制約が用いられる．

●交差する辺の数を最小にする．

●同レベルの隣接する節点を最小距離以上分離する．

●親は子の重心に置く．

●閉路を含む場合は，逆方向に措かれる辺の数を最小にする．
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一般的にこれらの制約をすべて満たすのは困難であり，交差辺最小化と帰還辺（逆

方向に描かれる辺）最小化の問題はNP困難であることが知られている・そのた

め，さまざまな発見的手法が提案されている・

杉山らは階層的描画法の基本となるSTT法を提案した【叫この手法は・階

層化，正規化，節点の配置順序の決定・節点の座標の決定・の四つのステップか

らなり，交差辺最小化と帰還辺最小化に村する発見的手法を用いている・この他・

sTT法の効率改善【13】やSTT法に対するブラウザの作成【28】などが試みられて

いる．

1．2．3　無向グラフ

無向グラフは，平面グラフと非平面グラフとに分けられる・

平面グラフの描画は平面埋め込み問題として・グラフ理論の分野で数多くのア

ルゴリズムが捷案されている．描画を行うに先だって，与えられたグラフが平面

グラフであるか否かを判定することが重要であり，Hopcro軋らによって線形時間

平面性判定アルゴリズムが提案されている【16】・

非平面グラフ（一般無向グラフと呼ばれる）の描画では，美的制約としては通常

●対称な部分は対称に描く．

●辺の交差を最小にする．

．辺の折れ曲がり数を最小にする．

●辺の長さを一棟にする．

●節点の分布を一様にする．

などが用いられるが，各制約に対応する最適化問題は一般的にNP困難であるこ

とが多く，これらの制約同士が競合して同時に最適性を満たすことが非常に難し

い．そのため，無向グラフにおいても通常発見的手法によるアプローチとなる・

代表的なものとして，辺を直線で措く直線描画と辺を格子上に措く直交格子描画

がある．
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直線描画の代表的なものとして，バネ埋め込み（spring－embedder）法がある．

Eades【9】は，力学的モデルを基礎とした発見的手法を碇案した・この手法は，節

点をリングに辺をバネに見立てて，リングに対する引力と斥力をすべての力が

安定する方向に収束ように計算し，各節点を移動させる，というものである．こ

の手法では非常に効率的に対称的な描画を得ることができる．更にこの変形とし

て，鎌田ら【19，20，21，37】は配置する節点の密度を一様にし，力のエネルギーを

最小化するためにNewton－Raphson法を用いた手法を提案した．FruChterman，

Reingold［12】はこれらの手法を一般化してさまざまな力関数を与えて実験を革み

ている．この他この手法の改良が数多く行われている［8，11，22，29，33ト　また，

角ら【35】は力指向アルゴリズムの性能評価を試みているが，扱う美的制約が競合

しているため，理論的評価を行うことは非常に困難である．

‾直交格子描画では，格子上の交点に節点が配置される．この描画の代表的なも

のとして，グラフアルゴリズムに基づく発見的手法が提案されている【1，2，38】．

これらの手法は，グラフの平面化，格子上への節点の配置，描画の最適化，の三

つのステップからなる．この中で，交差辺の最小化，折れ曲がり数の最小化，描

画面積の最小化などが考慮されている．

1．3．根付き木の描画問題

本論文ではまず，根付き木の描画問題について考察する．根付き木は最も基本

的なグラフの一つで，アプリケーションへの適用も非常に多く見られる．ここで

は，根付き順序木と根付き非順序木の2種類の描画問題を扱う．特に，根付き順

序木の描画問題では，その一つとして木構造図の描画問題を取り上げる．

1．3．1　木構造図の描画問題

1．2．1節で挙げたようなアルゴリズムは一般の2分木若しくは多分木を対象と

したものであるが，特に木構造をなすようなプログラム図式を念頭においた研究

もある【15，42トそれらの一つとして海野ら【42】は，（Ⅰ）まず与えられた木の初期

描画を求め，（ⅠⅠ）部分木の平行移動を繰り返し行うことによって幅のより小さな

描画を得る，という0（柁3）時間アルゴリズム（柁は木の節点数）を提案している．
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このアルゴリズムでは，文献［27，36，43】と異なり，

（i）根を最も左に置き・各節点はその親より右に置く・

（ii）各節点をあらかじめ指定された大きさの長方形によって表す・節点の縦方向

の幅は任意の催をとってよいが，横方向の幅は葉を除いてすべて1である・

ものとしている．

第2章では，部分木の平行移動を行う際に輪郭を用いることにより・海野らの

アルゴリズムと同じ描画をより高速に求める方法を示す・鳴る定数cが存在し

て，どの棄の横方向の帽もcを超えない”という仮定は現実的なものであると思

ゎれるが，この仮定の下では本方法の時間計算量は0（冊（氾，m））である（mは節

点数，αはアツカーマン逆関数【40】）・なお・文献t23，25，27】等のアルゴリズム

でも部分木の輪郭を用いているが，描画を決定していく方法が異なるため・ここ

では輪郭上の節点に付随させる情報を工夫している・

1．3．2　根付き非順序木の描画問題

根付き木のうち，各節点について子の順序が指定されているものを順序木と呼

ぶのに対して，子の順序が指定されていないものを非順序木と呼ぶ・

根付き順序木の描画に関しては多くの研究があるが・根付き非順序木について

の結果は見当たらない．第3章では，根付き非順序木に対して・根付き順序木で

設けられていたものと同様の美的制約を考える・更に・それらの制約の8通りの

集合を定義し，それぞれのもとである整数値以下の幅の描画が存在するかどうか

を判定する問題（最小幅描画開港）がNP完全であることを示す・この結果は・根

付き順序木の場合と異なり，実数座標系を用いた場合にも成立する・

1．4．動的描画法

以上紹介したようなグラフの自動描画に関する研究の多くは，グラフの構造の

みが与えられ，新たに描画を行うものである・しかし多くのアプリケーションで

は，与えられた描画に対して，節点および辺の挿入や削除・節点が含む情報の変
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∴、
（a） （b）

∴図
（c）

図1．1動的描画の例

更などの操作が加えられた後，元の描画の構造を保つように再描画する手法が有

用である．これを動的描画法という【32】．

新たに描画を行うアルゴリズムを再描画に用いることは，次の二つの点で問題

を生じる［5】．

●グラフが一部変更されたにもかかわらずすべての描画を行うため，新たに

描画を行うアルゴリズムは変更されていない部分に対しても，より多くの

資源や時間を要する．

●新たに描画を行うアルゴリズムを再描画に用いると，節点の相対位置が全

く変わってしまうことがあるため，元の描画との位置関係が把纏できなく

なることがある．

前者については，グラフのクラスごとにさまざまなアルゴリズムが提案されてい

る．特に他の節点や辺に影響を与えにくい根付き木に関する動的描画法は数多く

みられる．Moen［25】および松浦ら［23】は動的な木の描画アルゴリズムを提案した．

Moenの方法は，節点の大きさや形状が異なるような場合も扱うことができる．

後者は，再描画を行う際には各節点間の位置関係が重要となる■．例を図1．1に

示す．同図（a）に（み，d）の辺を加えた後，ある平面描画アルゴリズムを実行する

と，同園（b）が得られる．しかしユーザの観点からすると，同園（c）が得られた

方が望ましい．このことから単純に，平面に描画することや辺の交差を減らすこ

とを制約条件としてアルゴリズムを適用するだけでなく，動的描画を行う前後の

節点の位置関係を考慮する必要がある．Eadesら【叫はこの問題に着日し，メン

タルマップと呼ばれる節点間の位置関係に関する指標を提案し，次のような数学
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的モデルを挙げている．

●直交順序‥屑配置前後で節点の上下左右の関係を保存する・

．近接関係…近接する節点は，再描画後も近接して配置する・

●トポロジー…再配置前後で配置によって定まる2次元平面上の領域間の隣

接関係を保存する．

これらの指標を満たす再描画アルゴリズムがいくつか提案されている【24，叫

1．4．1矩形の再配置間遠

各節点が情報を保持しているようなグラフの場合・通常節点を矩形や円など

で表し，内部に保持する情報を表示する・この情報に変更が加えられると・節点

を拡張する必要があるため，他の節点と交差することがある・更に・描画領域は

画面や紙面のように通常限界があるため・交差を解消するために節点を移動した

結果，節点が領域外に押し出される可能性がある・全体の情報をできるだけ多く

表示するためには，節点同士が交差せず，描画面積ができるだけ小さくなるよう

な描画が得られることが望ましい・グラフ描画における矩形の再配置問題として

は，レイアウト調整（LayoutAdjustment）開削10］の他，点ラベル配置（Point

Feat。reLabelPlacement）問題【7］や，辺ラベル配置（EdgeLabelingPlacement）

問題【17，18】などがある・

第4章では，節点の交差に重点を置き，単純化のためグラフの辺の接続関係を

考慮せず，節点を矩形と置き換えてグラフの描画問題を矩形の配置問題として取

り扱う．すなわち，直交順序を保存し，矩形の非交差を満たす面積最小の再配置

を求める問題について考察する・三来ら［24】がこの間邁に対する発見的手法を提

案している．ここではまず，直交順序を保存する矩形の非交差最小面積再配置問

題を定義し，この間題が整数座標系でNP完全・実数座標系でNP困難であるこ

とを示す．更に，文献【24】と同じ漸近的時間計算量で・同文献で得られる面積以

下の再配置を求める発見的再配置アルゴリズムを示す・このアルゴリズムの時間

計算量は0（m2）である（mは矩形数）・また・ランダムな初卵己置に対して計算機

実験を行い，矩形数が多い場合に，文献【24】の結果に対して15～20％の面積で

再配置できることを示す．
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1．5．本論文の構成

本論文の構成は以下の通りである．第2章では，根付き順序木の描画問題の一

つとして，木構造図の描画問題について考察する．第3章では，根付き非順序木

の描画問題について考察する．第4章では，一般グラフの動的描画問題の一つと

して，予め配置されている矩形の集合に対して，直交順序を保存し，矩形同士が

交差しない，という制約の下で，面積最小の再配置を求める問題について考察す

る．最後に第5章で，以上の研究成果の結論を述べるとともに，今後の研究課題

について述べる．
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第2章木構造図の描画問題

本章では，木構造図の描画問題について述べる・以下・2・1節で木に関する用

語および本章で用いる表記法を定義し・2・2節で海野らのアルゴリズムを紹介す

る．2．3および2．4節では，海野らのアルゴリズムと同じ描画を効率的に求める

方法を提案する（2・3節では，部分木の輪郭上の節点が持つ情報など・データ構造

について説明する．2．4節では，新しいアルゴリズムを示し，その時間計算量を

評価する）．

2．1．諸定義

r＝（叩）を木構造剛以下，単に木と記す）とし，その根をrとする・各節点

ひ∈Ⅴについて，二つの正の整数融通屯（ひ）とび盲dfも（り）があらかじめ指定されて

いるものとする．ここで扱う木構造図は順序木を基にしており・各節点の子の順

序も与えられる．各節点りの子を順にγl，V2，‥・，町mとしたとき・可1≦盲＜m）

を佃の兄甑を叫の弟と呼び・り1を特にりの長男と呼ぶ・rにおいて，節点

v≠rの親をpαr（v），りを根とする部分木をr（り）と書く・またりに対して，Vの兄を

根とする部分木すべてからなる森を部分森と呼び・字（り）で表す（図2・1参照）・特に

ひが長男であれば苧（u）＝（¢，¢）である・rの任意の二つの部分木r（vα）＝（叱，瑚

とr（叫）＝（Ⅵ，現に対して・演算∪を次のように定義する・

r（v。）ur（v♭）全（叱∪－ろ，且ロ∪瑚

同様の定義を部分森に対しても行う・

r以外のrの節点のうち，長男でないもの草体の集合をyβ（r）と表す・凍ら

最も遠い葉への道の長さ（その上の辺の数）をrの高さと呼ぶ・また・凍ら各節

如への道の長さをγのレベルといい，∫e瑚v）と表す・二つの異なる節点ひ・ぴに

っいて，Je叫γ）≦geγeJ（ぴ）＜∫e瑚可＋血協毎（ひ）若しくはJe叫び）≦Je坤）＜

J扁（可＋w批（ぴ）が成立するとき・Vとびとは互いにオーバーラップするとい

うことにする．

図2．1に木の描画の例を示す・このように根は最も左に置き，それぞれの節点
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∫

γ

√lリ

図2．1木の描画の例

はその親より右に置く．兄弟の節点を描画するときは長男を最も上に置くものと

する．各節点”∈Ⅴはご方向の幅融通毎（り卜∂，y方向の幅び豆蛮んy（ひ卜∂の長方

形として措く．∂（＜1）をある小さな正の定数とする．但し，菓でない節点（内部

節点）の血協転は1であるものとする．各節点りについて，それを示す長方形の左

上の頂点のJ座標値，y座標値はともに正の整数であり，それぞれ訂。（v），汀y（ひ）と

表す．節点の即座標値は，血n（訂甘（ひ＝γ∈り＝1となるように定めるものとす

る．このとき，木rの描画のy方向の幅l％は次のように定義することができる．

勒全誓野｛訂湖＋血叫直）ト1・

木の描画について，文献［42】と同様に，以下のような制約を考える．

（cl）異なる節点は重ならない．異なる辺は（共有する端点での接触を除いて）交

差しない．任意の辺はその端点以外の節点と重ならない．

（c2）同レベルの節点は同一芳座標を持つ．ここでは各u∈Vについて汀∬（ひ）＝

J印eJ（γ）＋1とする．
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（c3）節点γの子を上から順にり1，・‥，Vmとする・このとき・汀封（γ）＝mi可句（り1）＋

ム訂y（ひm））とする・ここでブは非負の整数（定数）である・

ここでは，文献【42】と同じ描画，すなわち，制約（cl）～（c3）を満たす描画を得る

ことを目的としているが，まず，上の制約に加えて，以下の制約（c4），（c5）も満た

す描画を初期描画として求める・

（c4）同型の部分木は（平行移動が許される範囲で）同じ描画をする・

（c5）互いに節点を共有しないような部分木同士が同じy座標を共有しない・づま

り，rの二つの部分木r（vα）＝（佑，β。）およびr（鞘）＝（Ⅵ濁）に対して・

り¢とγむが互いに先祖子孫の関係になく・かつ訂y（v¢）＜汀y（勒）であるとき・

max（汀y（p）＋び古靭（州p∈叱）≦m叫九（9）l9∈Ⅵ）である・

制約（cl）～（c3）の下では，互いにオーバーラップする任意の2節点について・

どちらがより上に配置されるかが一意に決まる・V・ぴを互いにオーバーラップす

る2節点とし，ぴがγより上に配置されるものとする・このとき，Vの上辺のある

点とびの下辺のある点とを結ぶ垂直鮎＝が存在して・ひ，び以外のどの節点とも

げ交差しないならば，Wはvから可視であるということにする・節点vから可視

の節点すべてからなる集合をⅤ毎（ひ）と表す．この集合も，制約（cl卜（c3）の下で

は，rの描画によらず一意に定まる．0≦ル厄（り）l≦融通毎（ひ）である・

rの任意の部分木r（u）＝（Ⅴ′，β′）について，Ⅴ叫び）＝¢若しくはⅤ叫び）∩

（Ⅴ－Ⅴ′）≠¢であるようなすべての節点び∈Ⅴ′をJe叫び）＋び繊（ぴ）の値の昇

順に並べて得られる系列をr（り）の上輪郭と呼び，岬（γ））と表す・部分森に対

しても同様に上輪郭を定義する．例えば図2・1において，打（r（り））＝【γ，β，ダ，Gl・

打（宇レ））＝【A，β，C，β1である・

今，木rが平面上に描画されているものとする・このとき・各節点りについて

祝＿d扉（u）を次のように定義する・

w＿ゐf（u）全
〈訂y（可－1　　　　　　　　　　（V毎（り）＝¢）m叫九（可－（訂γ（ぴ）＋ぴf勒（ぴ））lぴ∈Ⅴ査β（γ））（V叫り）≠跡

更に，部分木r（ひ）＝（Ⅴ′，β・）に対して移動可能距柾d（り）を次のように定義す
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る（文献r42】では〟（〉M」r（u）一打という表記を用いている）．

d（り）全ひ。顎乳））｛祝一叫び）｝・

2．2．平行移動による描画

本節では，海野らr42】のアルゴリズムを簡単に紹介する．

木r＝（りβ）が与えられたとき，海野らのアルゴリズムはまず制約（cl）～（c5）

を満たす最小幅描画を0（れ）時間で求める（陀全1Vl）・この描画を岬）とし，町）

における各節点γのy座標を訂拒）と表すことにする．次いで岬）に対して，制

約（cl）～（c3）を満たす範囲で更にy方向の幅l％が小さくなるように再描画を行

う・これは，次の手続きSubOpt（u）をrの根rに対して（り＝rとして）呼び出す
ことにより行う．

［ProcedureSubOpt（v）］

（a）ひが菓の場合，（＊）に従ってvを平行移動する．

（b）”が内部節点の場合，りのすべての子∽について（上の子から順に）SubOpt（ひ）

を再帰的に実行し，その後びのy座標を制約（c3）に従って設定する．更に

r（v）全体を（＊）に従って平行移動する．

（＊）平行移動r（ひ）の根vが長男であれば何もしない．ひが長男でない場合には現時

点でのd（γ）を求め，r（む）のすべての節点をd（ひ）だけ上方へ移動する（r（ひ）

の節点の相対的な位置関係は変更されないことに注意）．

【例2・1］図2・2に描画例を示す・同国（a）が初期描画I（T），同図（b）がSubOpt

で得られる最終的な描画であり，J＝1である．

文献【42】では，各節点vに対し，d（む）の計算に0（陀2）時間を，r（む）の節点の

平行移動に0（乃）時間を使っており，再描画全体の実行時間が0（陀3）となってい

る・上記のアルゴリズムにより得られる描画は，必ずしも制約（cl）～（c3）の下で

最小幅ではない（図2・2（c）参照）．
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（a）初期描画

（b）最終描画 （c）制約（cl）～（c3）の下での最小幅描画

図2．2平行移動による描画例
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2．3．相対座標と輪郭

本節と次節とにわたって，まず，すべての節点り∈Vに対してぴgd晦（り）＝1

である場合について，海野らの方法と同じ描画をより高速に求めるアルゴリズム

DRAW（r）を提案する．壷焼転が1でない葉が存在する場合については次節の

最後で述べる．本節では，アルゴリズムDRAW（r）で用いるデータ構造につい

て説明する．

アルゴリズムDRAW（r）は，海野ら？方法と同様，制約（cl）～（c5）を満たす

最小幅描画J（r）を求めた後，ある再帰的手続きを根rに対して呼び出すことに

よって再描画を行うものである．

2．2節で紹介した手続きSubOptと区別するため，この新しい手続きをSubOpt′

と表すことにする．SubOptJは，次の2点を除いてSubOptと同様のものである．

●絶対座標ではなく，“相対座標”を用いることにより，平行移動による節点

のy座標の更新の回数を減らしている．

・部分木および部分森の上輪郭を用いることにより，d（り）の計算をより効率

的に行っている．

SubOpt／は，SubOptと同じ順序で再帰的に呼び出され，部分木の平行移動

を行う（部分木の移動距離も同じである）ものであるから，再描画の結果得られ

る描画は海野らのアルゴリズムによるものと等しくなる．従って，アルゴリズム

DRAW（T）が求める描画は前述の制約（cl）～（c3）を満たすが，それらの下での

最小幅描画ではない．

相対座標および輪郭は文献【23，25，－27】等のアルゴリズムでも用いられている．

これらのアルゴリズムはいずれも，木の節点を復行順に訪問し，各節点ひについ

て，それを根とする部分木r（り）の描画（節点間の相対的な位置関係）を定めてい

くというものである．

2分木を対象とした文献［27】のアルゴリズムでは，節点りが左の子明と右の子

叫を持つならば，r（γ）の描画を定める際に，r（明）の右側の輪郭とr（町）の左側

の輪郭とを用いて2節点り－と町の間の距離をできるだけ小さくなるように決める

（文献［27】では，根を最も上に置くような描画を求める）．この距離の計算が効率
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的にできるように，文献【27】では，各部分木の描画を決めた際・その左右の輪郭

を求め，更に各輪郭上の各節点ひにらいてぴと一つ次の節点の訂座標の差を保持

するものとしている．

文献【23】では多分木を扱っているが，そこでも各部分木の描画を求めるために

文献【27］と同様に輪郭を用いている・Moen【251のアルゴリズムでは・節点が異

なる大きさや形を持つことを許しているので，各輪郭を（節点の系列ではなく）多

角形として保持しているが，部分木の描画を定める方法は文献［23，271と本質的

に同様のものである．

以上の三つのアルゴリズムでは，r（ひ）の描画を求めるときにr（り）に属さな

い節点を考慮する必要はない・一方，海野らのアルゴリズムの再描画では・r（u）

の描画を定める牢めに・りの各子び∈y叩）についてr（ぴ）の移動可能距離

d（ぴ）＝mi小一ぬ（p）lp∈叩（ぴ））｝を計算するが・その際・一般にはr（り）

に属さない節点の位置を考慮しなければならない・各びについて・r（ぴ）の上輪

郭叩（ぴ））と，r（ぴ）より上に配置されている部分全体の下側の輪郭を作って

いたとしても，叩（ぴ））上の仝節点についてw－dまき≠を求めるような方法では・

d（w）の計算に少なくとも0（叩（ぴ））上の節点数）の時間は要することになる・

∑訂∈叩）（叩（ご））上の節点数）＝0（陀2）であるから・再描画全体の時間計算量を

0（れ2）より少なくするためには・鮎－ゐ王の無駄な計算を減らすことが本質的に必

要である．手続きSubOpt′では・部分木および部分森の上輪郭だけを用い・更

に輪郭上の各節点に付随させる情報を工夫することにより・この間題を解決して

以下，2．3．1節で相対座標について・2・3・2節で輪郭上の節点が持つ情報について

説明する．2．3．3節では，節点や部分木の移動が起こったときにその移動距離を記

録しておくための変数を定義する・

2．3．1　相対座標

再描画においてある部分木r（ひ）の移動が発生したとすると・r（v）に属するす

べての節点のy座標が変わる・各節点りについて次のような相対座標を求めるこ

とにしておけば，叩）を移動させるとき△汀y（り）の値のみを計算すればよい（各
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節点の∬座標は変わらないので絶対座標のままでよい）．

△汀y（v）全‡…；‡：；二：；：；言‡2上の兄，…………芸≧ゝない，．

根でない節点りについて△訂y（り）の計算は，ひが長男ならばSubOpt′（pαr（u））に

おいて，Vが長男でないならばSubOpt′（申こおいて行う（詳細は後述する）．再

描画の終了後，任意の一つの節点の絶対座標を定めれば，すべての節点の絶対座

標が決まることになる．制約（cl）～（c5）を満たす最小幅描画∫（r）において，y座

標が1であった節点（必ず存在する）は再描画後も最も上にあるので，それらの

y座標を1とすることにより，すべての節点の絶対座標を正しく決めることがで

きる．

2．3．2　輪郭

むを任意の節点とする．部分木r（u）の上輪郭U（r（り））はSubOpt′（ひ）の実行

中に生成すや・更にひが声男でない場合には，押）の移動（すなあ与△訂y（v）の

値の計算）を行った後で，後の便利のため，宇（り）ur（u）の上給郭を作っておく．

部分木および部分森のこれらの輪郭はリストにより保持する．また輪郭上の節点

数も合わせて記憶しておくものとする．部分木r（v）ゐ上輪郭叩（γ））がbl（＝

り），p2，…，扉（J≧1）であるとしたとき，その部分列b‘，・‥，如（1≦よ≦りを

仇（r（ひ），pi）と表すことにする．部分森の上輪郭についても同様の定義を行う．

各節点vに対して，Uから可視である節点を指すポインタ叫血（ひ）を初期描画後

に求めておく（血励も（り）＝1であるので1m申）l≦1であることに注意）．但し，

m申）＝¢のとき当直（り）＝肌沼とする・木の描画が定まっておりかつⅤ毎（ひ）≠¢

のとき，節点りと巧か（ひ）の間の距離が鮎－d痛（γ）になる．

SubOpt′（γ）においてd（り）を計算するためには，U（r（v））上の各節点pに

ついてw＿ゐ≠（p）を求め，それらの最小値をとればよい．しかし前述のように，

∑心∈y叩）（ぴ（r（ひ））上の節点数）＝0（氾2）であり，このような処理を単純に各節

点について行えば，再描画に0（陀2）時間は要することになる．w＿ゐfの無駄な

計算を省くため，各節点vに対して，三つの値頃hf電（り），ud（γ），u。β（り）を定義す
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（a）た＝1
（b）た≠1

図2．3輪郭U（苧（祝鳩）ur（明））

る．叫最1（申こは，岬）における祝一助（ひ）の値を保持しておく・ud（り）の初期値

は叫最－（ひ），W亜（り）の初期値は0である・

変数祝d（v）は距離祝－d坤）を表すためにまず用いるが，SubOpt′（v）実行以

前に節点巧か（ひ）が移動したときには・直ちにud（ひ）の値を変えるのではなく，

subOpt′（ひ）が呼び出された直後に叫由（v）の移動距離を計算し・ud（v）を更新する・

subOpt′（り）を終了した後には・ud（可は以下のような値を持つ・Vの先祖であり

かつSubOpt′の実行が終了していない節点のうちで・レベルが最大のものをぴと

する．wの子を上から順にwl，W2，・‥，Wmとし，今SubOpt′（wl）・SubOptl（w2）・

・・・，SubOpt′（wk）（1≦k≦m）までが実行終了しているとする・このときもし

vが輪郭岬（u蟻）リア（ぴた））上にあるならば（図2・3参照）・仇（宇（ぴた）ur（u蟻），り）

上の節点の移動可能距離の最小胤すなわちm叫髄－ゐ土（㌦＝v′∈場宇（祝蟻）U

r（明），翔は祝d（ひ卜瑚（叫）である（これが成立しているとき，tり（γ）の億は

げ（宇（ぴた）ur（庫侶こ関して正当である，ということにする）・

このように，ud（u）の値は初期値から変化する・SubOpt′（v）が呼び出された直

後の更新方法は2．4．2節で説明する．また，SubOpt′（ひ）の実行終了後の更新につ

いては叫げ（・）の更新方法とともに2・4・4節で述べる・
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2．3．3　節点および部分木の移動距離

ここでは，節点や部分木の移動が生じたときにその移動距離を記録しておくた

めの変数を定義する．

（i）制約（c3）による節点の移動

菓でない任意の節点ひについて，その子を上から順に叫，‥・，Vmとする．SubOpt′（ひ）

が呼び出され，SubOptl（vl），・・・，SubOpt′（vm）の実行が終了した時点では，Vの子

の間の距離を示す相対座標値△訂む（ひ2），△打y（v3），‥，△訂γ（叫机）が求められている・

このとき，制約（c3）より訂y（む）＝血ム（訂y（ひ1）＋ノ，訂y（ひm））となる必要があるの

で，△訂y（ul）は次式により定められる．

△訂y（γ1）：＝－血n（j，∑△汀り（可）・

この時点までにulが上方に移動していた距離をddとすると，り1のy座標訂y（り1）

は汀‡（り1卜ddとなっているから，

訂y（り）＝訂吉（叫卜dd一△訂y（vl）・

よって△訂γ（ul）を決めることにより，節点りが

訂拒）一打吉（り1）＋dd＋△訂y（叫）

だけ上に移動したことになる．この億をm。3（v）として記録しておくことにする．

任意の葉についてはmc3の値を0とする．SubOpt′は長男を根とする部分木

を単独で移動させないので，ひ1が既に移動していたとすれば，それは制約（c3）に

よる移動である．従って，m。3（γ）は次式により計算できることになる．

m。3（可‥＝汀吉（ひト万言（vl）＋m。3（叫）＋△汀y（vl）・

（ii）部分木の移動

りを任意の節点とし，gをその先祖のうちで長男でないものとする．SubOpt′（諾）

の実行時にr（ご）全体が上方に移動した場合，節点ひもそれに伴って移動する．

部分木の移動距離を表すため，各節点ひ∈Ⅴに対して，m．最（”）を定義する．

m由（り）の初期値は0であり，占ubOpt′（申こおいて部分木r（ひ）全体が移動した

ときには，その距離を汀㍉朗（り）に格納する．
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図2．4節点と部分木の移動の例

【例2・2】図2・4（a）は・J＝2であるときのある木の初期描画である・まずSubOpt′（β）

の実行により部分木r（β）が上に1移動し（明証p）＝1）・その影響を受けて節点

且が制約（叫により1移動する（mc3（β）＝1）・更にそのため・r（qが上に1移

動する（m一ふ電（G）＝1）・以下・部分木の移動，制約（c3）による節点の移動が続き・

最終的な描画は図2．4（b）のようになる．表2・1に，各節点についてのmc3，m∂ぁーの

値，初期描画における踵新吉および最終描画における踵軌㌃を示している・

表2．1節点と部分木の移動の例のパラメータ値

、lハ　ー・い　上、J、・TJJJ・JJ、、上

mc3110　0　0　0　010　0　0

mき♭電　0　0　010　012　010　0

訂J5　313　2　3　4　7　5　7　6　7

示㌣14　21212　3　4　3　4　3　4
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2．4．再描画の高速化

本節ではまず，すべての節点γに対しび哀d坊。（v）＝1である場合についてのアル

ゴリズムDRAW（r）を示す．似通もが2以上の菓が存在する場合については本

節の最後で述べる．

2．4．1　アルゴリズムの概略

アルゴリズムDRAW（T）の概略を以下に示す．また，DRAW（T）内で呼ば

れる手続きSubOpt′の概略を図2．5に示す．

［AlgorithmDRAW（r）】

（1）初期描画∫（r）を求める．

（2）（再描画のための前処理として）輿か，u晶わt甘，叫ば，汀㍑などの初期設定を

行う．

（3）手続きSubOpt′を根rに対して呼び出すことにより再描画を行う．

（4）∫（r）においてy座標が1であった節点のy座標を1とすることにより，すべ

ての節点の絶対座標を決める．

以下，2．4．2節～2．4．4節では，節点uに対してSubOpt′（り）で行われる処理に

ついて順を追って説明する．アルゴリズムDRAW（r）の時間計算量については

2．4．5節で述べる．

2．4．2　移動の検出

≠＿ゐf（ひ）は∫（r）では叫乃if（v）であるが，叫由（u）≠肌沼である場合には，

SubOpt′（り）を実行する前に節点叫か（り）が上方に移動し，祝＿d最（ひ）の値が変わっ

ていることがある・図2・5に示したように，このような移動の検出をSubOpt′（り）

が呼び出された直後に行い，t旬（u）の億を更新する．竹中（”）＝椚沼の場合には，

この処理は必要ない．
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持続きSubOpt′（ひ）】

begin

1．

2．

3．

4．

5．

6．

7．

8．

9．

if（叫府（り）≠m招）then

巧か（u）の移動距離を計算し，それをud（u＝こ加える；

ir（vは棄である）thenbegim

打（r（り））：＝柚m。3（可‥＝0；

end

elsebegin

γの子を上から順にり1，・‥，ひmとする；

fork：＝1tomdoSubOpt′（vk）；

制約（c3）に従って△旬（叫）およびm。3（v）を設定する；

ぴ（r（ひ））を作り，更にその輪郭に関して

u。の各値が正当なものになるように祝d（ひ），叫げ（り）を更新する；

end；

ir（ひは長男でない）thenbegin

叩）の移動可能距離d（v）を計算し・汀㌔机（u）および△町y（ひ）を設定

する；

11．

end

叫字（可リア（ひ））を作り・更に叫わ・叫びの必要な更新を行う；

図2．5手続きSubOpt′

21



叫血（ひ）＝ぴとする．SubOpt′（u）が呼び出されたとき，ぴがそれまでに移動

した距離はぴから順に親をたどることで計算できる．すなわち，ぴの先祖で既に

SubOpt′の実行が終了しているものを諾0（＝ひ），ご1，…，∬鳥とすると，ぴの移動距

離はm。3（∽）＋∑た。m8机（勘）である．しかし，ある節点の移動距離を求めた後，

その其の子孫の移動距離が必要となった場合には，一度たどった道をもう一度た

どることになる・このような無駄は，以下に述べるように，文献【40】のアルゴリ

ズムを用いることにより省くことができる．

まず，文献【40】の結果のうち，必要な部分を簡単に紹介しておく．各節点zに

対して一つの整数Jαみ（z）が定義されているような森ダ＝（咋，且F）を考える．初

期状態において旦F＝¢であり，各節点は単独で一つの木をなしている（その木の

根となっている）・また各z∈停について最初J前（z）＝0である．このような森

に対して，次の3種類の指令からなる系列クが与えられるものとする．

EVAL（z）：利こおいてzを含んでいる木の根rを見つけ，Zからrへの道上のすべ

ての節点のJαみの値の和を返す．

LINI（（z，∬）：二つの木の根z，諾に対して，gが才の親となるように辺を加える．

UPDATE（z，7）：ある木の根zに対して，J壷（z）に整数7を加える．

文献［40】の2～3章で示されているアルゴリズムは，系列夕中の各EVAl一に対し

てどのような億が返されるかを（オンラインで）求めることができる．それに要す

る時間計算量は，ク中の指令の総数を刑とすると

0（（l刊＋l瑚）・α（1アl＋l嘲，l嘲））

である・αは次のように定義される関数で，増加が極めて遅い（関数αおよびAの

定義は文献【40】に従っている）．

α（α，り＝min†壱≧1lA（古，L2α／叫）＞log2け

ここで，整数盲，ゐ≧0に対してアツカーマン関数A（盲，ん）は以下のように定義さ
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れる．

A（盲，0）：＝　0，

A（0，ん）：＝2ん　　　　　（九≧1），

A（り）：＝A（盲一1，2）　（言≧1），

A（盲，ん）：＝A（盲－1，A（盲，ん－1）川≧1，ん≧2）・

移動の検出を行うために，上記のアルゴリズムを以下のように用いる・森ダの

節点集合は木rと同じくⅤとし，最初はβF＝¢かつすべてのz∈研こついて

叫z）＝0であるとする・各節点zについてSubOpt′（z）の実行が終了したとき

に，F6こ対し指令UPDATE（z，m8b電（z））およびLINK（paT（z），Z）をこの順に与え

る．（SubOpt′（z）が終了する以前は・pαr（z），gは共に利こおいて木の根である）・

このようにしてダを更新＿していった場合，SubOpt′（u）が呼び出されたとき・節

点び（＝up‡，（瑚の先祖で既にSubOpt′の実行が終了しているものは・利こおい

てもwの先祖となっている．従って，ひがそれまでに移動した距離を求めるため

には，EVAL（ぴ）を実行し・返．．された値にmc3（ぴ）を加えればよい・更にud（v）を

更新するためには，単に

u。（可＝＝祝d（γ）＋（ぴの移動距離）

とすればよい．

以上述べた方法では，EVAL，LINKおよびUPDATEの実行回数の合計は3氾

を超えない．従って，次の補題が成立する・

［補題2・1】再描画全体における移動の検出（SubOpt′の1・2行目）の時間計算量

は0（れα（m，m））である・

2．4．3　相対座標および移動可能距離の計算

節如が棄である場合には，叩（翔はHであり，md（り）＝0である・これら

はSubOpt′の4行目で正しく求められている・また・r（v）の移動可能距離d（v）

は叫偏1（可＋（叫血（り）が移動した距離）であり・この値は既にⅦd（v）に格納されて

いる．叫げ（γ）＝0のままであるので，岬（v））＝【u】に関してwd（リ）の値は正当

である．ひが長男でなければd（ひ）だけvを移動させる・その結果祉－d坤）＝0と
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なるので，次のようにする（SubOpt′の10行目）．

△汀y（u）：＝　0，

m∫ふt（u）：＝　制d（可．

節点ひが葉でないものとし，その子を上から順にり1，…，γmとする．節点叫由（γ）

の移動の検出を行ってud（v）を更新した後，SubOpt，（vl），＝・，SubOptl（v。．）を

実行する．これらが終了したときには，相対座標値△訂y（ひ2），△汀y（ひ3），…，△汀y（um）

および打（㌘（ひm）ur（ひm））が求められている・更にこの輪郭上の各節点pについ

て，t旬（p）の正当な値が得られている（すなわち，仇（㌘（りm）リア（りm），p）上の節点

の移動可能距離の最小値はwd（p）－叫げ（vl）に等しい）．

制約（c3）より汀少（γ）＝血n（訂y（叫）＋メ，打y（町m））となる必要があるので，2・3・3節

で前述したように

△訂y（vl）：＝　一min（J，∑△訂y（明）），

m。3（γ）‥＝訂吉（むト方言（り1）＋md（ひ1）＋△訂y（り1）

とする（SubOpt′の7行目）・△オy（り1）を決めることにより祝－d最（γ）はud（リ）－

m。。（り）となっている．次に8行目では，打（宇（叫m）リア（ひm））に左からvを追加す

ることにより，〝（r（u））を得る．

電eγ叩：＝　ud（v）－m。3（γ），

ud（り）：＝　mini土emp＋叫げ（vl），祝d（り1）），

叫媚（γ）：＝　祝。g（vl）

とすれば，上記のような更新を行った時点でのr（ひ）の移動可能距離d（γ）は祝d（v卜

瑚（り）である．ひが長男でないとき，この距離の分だけr（り）を移動させるので，

10行目では

m，机（ひ）：＝　鋸d（り）一叫ば（り），

△訂y（ひ）：＝　femp＋血勒（叫由（u））一（祝d（u）一叫げ（り））

とする（この場合，叫由（ひ）はりのすぐ上の兄を指す）．
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本節で述べた処理を節点りに対して行うのに要する時間計算量は0（（ひの子の数

）＋1）であり，木全体についての和は0（れ）である・すなわち・次の補題が成立

【補選2・2］手続きSubOptlの3～10行目の時間計算量の（再描画全体について

の）総和は0（m）である・

2．4．4　輪郭の合成

uが長男でない場合，r（り）の移動により宇（可Ur（り）の描画は実質的に決定す

るが，後に部分木r（pαr（u））の移動可能距離を計算するため・宇（可リア（り）の上

総郭を求め，更にその上の各節点について正当な祝dの値を計算しておく・

輪郭咋（ひ）），叩（v））を咋（ひ））＝【曾1，恥…，曾泄（r（り））＝bl（＝＝り），p2，…，p∫】

とする．もしゐ≧はらば，岬（可Ur（ひ））＝ぴ（印））である・逆にた＜Jの場合

には，ぴ（苧ト））と叩（γ））を次のようにして合成する・

叩（り））上の節点でレベルが∫e瑚恥）＋1であるもの・つまり節点裾1を合成点

と呼ぷ．新しい給料鮎…，恥邦．1，‥・，州ま，ぴ（宇（v））の末端に瑚r（ひ），釣・1）

を追加して得られる．

既にr（ひ）はⅦd（u）一冊（γ）だけ移動しているので・U。∬（v）‥＝祝d（ひ）とするこ

とにより，叩（γ））上の各節点如1≦盲≦りについてud（両は（叩（翔に関し

て）正当な値となる・次に，輪郭咋（刷上の各節点頼≦去≦々）に対して・

ぴ。（如‥＝m叫偏（9‘卜Ⅶ。ガ（正＝Ⅷ棚（v），ud（釣＋1））

と変更し，更に瑚（酌）：＝叫ぜ（り）とする・これにより・岬（可Ur（り））上のす

べての節点のu。の値が正当となる（瑚r（v），抑＋1）上の節点の侮を変更しなくて

よい）．

各輪郭上の節点数を保持しているので，U（字（可Ur（瑚を求めることは，た≧J

のとき0（1）時間でできる．た＜Jのときには，岬（v））と岬（γ））を合成するが・

その時間計算量は合成後の輪郭に属さない節点数たに比例する・そのような節点

pl（＝V），p2，‥・，鋸は，後に輪郭の合成の対象とはならない・よって，次の補選が

成立する．
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図2．6　輪郭の合成の例

【補題2．3】輪郭の合成（SubOpt′の11行目）による時間計算量の（再描画全体に

ついての）給和は0（乃）である．

【例2．3］以下に輪郭の合成の例を示す．図2．6（a）はSubOptIを再帰的に実行し，

r（β），r（ダ），r（g）の描画が完了したところである（J＝1である）．ここでr岬）

を移動させて（図2．6（b）），U（字（叫）とⅣ（r岬））の合成を行う．r岬）を移動さ

せる直前の各パラメータの催は表2．2（a）の通りである．

r（旦）の移動可能距離はwd岬）一冊（旦）＝2である．△吋岬）を1に設定し

た後，上の手順に従って各値を計算する（Jが合成点である）．

叫げ（耳）‥＝　祝d（耳）＝2，

ud（G）：＝　血n†ud（G）－叫げ（ダ）＋uげ岬），祝d（J））＝3，

ud（ダ）：＝　mh（鮎d（ダ）－叫げ（∫）＋町訳旦），鋸d（J））＝3，

叫ぜ（ダ）：＝　u。g岬）＝2．
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表2．2輪郭の合成の例のパラメータ値

（a）　　　　　　　　　　（b）

「－√・－＝〟J．／ム■　上Ilぐl上、J・、l・J・JⅣ　∴

w。（γ）2　2　2　2　3　3　4　視d（り）3　3　3　3　3　4

瑚（り）0　0　0　0　0　0　0 叫び（u）2　2　0　0　0　0

ここまでの更新を行った後，SubOptl（H）を終了し，SubOpt，（E）の実行に戻る・

節点月では前節で述べたように，md（且）‥＝0とした後，ud（現‥＝m叫偏（β）＋

咽げ），祝d（鞘＝3・叫ば（均‥＝叫げ（ダ）＝2とする・この時点での各パラメータ

の億を表2．2（b）に示す・ここで例えば・仇（r（勒ダ）および杭（r（恥上）上の節点

の移動可能距離の最小値は，それぞれ，祝d（ダ）一糊（且）＝1，Ud（上卜uげ（且）＝2

となっている．

2．4．5　時間計算量

次の定理が成立する．

［定理2・11アルゴリズムDRAW（r）は坤α（叩））時間で実行することがで

（証明）ステップ（1）で初期描画岬）を求めることは・文献【42】にあるように

坤）時間で実行できる・またステップ（2）では・u仲，叫砧ud，u。かm由およ

び移動の検出のためのデータ構造の初期設定を行うが・これに要する時間計算量

も0（n）である・ステップ（3）において・手続きSubOptlは各節＆vについて1

固だけ呼び出され，叫由（り）の移動の検出・r（り）および宇（可Ur（り）の上輪郭の構

成，r（ひ）の移動可能距離の計算などの処理が行われるが，補題2・1～2・3（2・4・2節

～2．4．4節）より，これらに要する時間計算量の給和は0（Ⅶ（叩））である・すなわ

ち，すべてのひ∈VについてのSubOp咋）の時間計算量の和は0（れα（町牒））で

ある．最後に，ステップ（4）ではすべての節点の絶対座標を計算するが・この処

理を0（陀）時間で行うことも容易である・　　　　　　　　　　　□
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1

図2．7　棄の分割

2．4．6　葉の融通転が任意の場合

本節では，び古拙∬が1でないような葉が存在する場合について述べる．まず，

蝿全max（Je叫り＝u∈Ⅴ）＋1と定義する．明らかに鳩≦柁である．もしr

にJed（り）＋融通屯（γ）＞穐であるような乗りが存在するならば，そのような各

葉γに対して融通砿（可‥＝穐－JeueJ（γ）とする．その結果得られる木r′に対し

て，海野らのアルゴリズムにより描画を行ったものとすると，各節点vについて

最終的に求められるy座標値は，rを描画したときのy座標値に等しい．従って，

r′を正しく描画することができれば十分である．

融通転が1でないような葉がr′に存在するものとする．そのような各乗を図2．7

のように融通転個の節点に分割すると，最も左にあや節点を除いてすべて長男と

なる．これらの節点のJ（r′）におけるy座標はすべて等しくなる・更に再描画で

は，長男は真の先阻が移動したときのみそれに伴って移動するので，分割された

節点が異なるy座標を持つことはない．従って，再描画終了後，これらの節点を

元の葉に戻すことは容易である．

葉の分割を行って得られる木の節点数をm′とすると，柁′＝∑v∈yび盲d晦（v）≦

乃2である．この木にアルゴリズムDRAWを適用すると，描画に要する時間は

0（m′α（陀′，れ′））となる・よって，次の定理を鱒る・

搾理2．2】もしある定数cが存在して，rの哀菓uについて叩盲挽（u）≦cである

ならば，描画アルゴリズム全体を0（柁α（和，れ））時間で実行することができる．
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第3章根付き非順序木の最小幅描画問題

本章では，根付き非順序木の最小幅描画問題について述べる・

以下，3．1節で本論文で用いる用語および記号を定義する・次に3・2節では・制

約の集合Dl～D8と，根付き非順序木の最小幅描画問題UTDを定義する・3・3

節では，Dl～D8のそれぞれのもとで問題UTDがNP完全であることを証明す

る．更に3．4節では，各節点の子の数を3以下に限定した場合のNP完全性につ

いて述べる．

3．1．諸定義

r＝（叩）を任意の根付き非順序木とする・根から最も遠い葉への道の長さ

（その上の辺の数）をrの高さと呼び，ゐ吻加（r）と書く・各節点り∈Ⅴについて・

その子孫すべてからなる集合をかeβ（v）と表す・βeβ（り）の節点とそれらの間の辺

からなる部分グラフを，ひを根とするrの部分木と呼び，r（v）と書く・また・根

から各節点uへの道の長さをγのレベルと呼び，Je叫u）と表す・

本論文では，根を最も上に配置して，その他の節点を親が上に子が下になるよ

うに配置することにする．木rを描画したとき，各節点りについて・その∬座標

値およびy座標値をそれぞれ汀£（り），訂少（り）と表す（整数座標系を用いるときには・

これらの億は整数に限られる）．描画の帽はご方向およびy方向について2通り

が考えられるが，y方向の幅はんe砂（r）によって決まる・g方向の幅勒（r）は

次式で与えられ，これは描画に依存する・

町r）全書欝（汀∬（可一打£（ぴ））・

根付き非順序木rを描画したとき，各部分木r（り＝こ対して，りを中央として左

側の帽l化。（r（ひ））および右側の幅Ⅳ私（r（ひ））を次のように定義する・

Ⅳら（r（り））＝諸乱）（町エ（む）‾訂∬（拙

Ⅳ私（r（り））＝諸筑）（訂∬（w）‾汀諷）・
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更に，これらをまとめて

l愕（r（γ））＝（l仇L（r（ひ）），I仇も（r（u）））

と表すことにする．

Wら（r（u））＋I鴨（r（γ））＝l穐（r（u））

である．例えば，図3・1の例ではl愕（r（ひ））＝（11，8），l鶴（r（γ））＝19である．

3．2．最小幅描画問題

根付き非順序木を描画する際の制約として以下の六つを考える．これらはいず

れも根付き順序木に対する制約として，従来から考えられていたものである．但

し，（d3）および（d6）においては，節点ひの子ひ1高，‥・，ひmがこの順で左から描か

れているものとする．

（dl）異なる節点は重ならない．異なる辺は（共有する端点を除いて）交差し

ない．また，任意の辺はその端点以外の節点と重ならない．

（d2）同一のレベルの節点は同一のy座標を持つ．ここでは，各節点ひ∈Ⅴに
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ついて訂y（ひ）＝Jeγeぺり）とする・

（d3）葉でない各節点ひはその子の中央に配置する・すなわち・

打方（γ）＝
訂∬（ひ1）＋汀∬（ひm）

2

（d4）互いに同型な部分木は（平行移動が許される範囲で）同じ描画を行う・

（d5）同一レベルにある二つの節如，9は・互いに距離2以上離して配置する

（p，9は同一の親を持つとは限らない）・すなわち・

l打方b）一灯∬（9）l≧2　但しJ帥db）＝如e輌）

とする．

（d6）共通の親を持つ子はすべて等間隔で配置する・すなわち・戎＝2，3，…，m－

1について，

汀£（叫1卜訂β（明）＝汀。（叫）一打∬（均一1）

とする．

これらの制約からなる集合Dl～D8を表3．1のように定義する・制約（dl）～

（d3）は木を描画する上で必須であり・（d4）～（d6）の有無で8通り定義する・表

において“○”はその集合に含まれる制約を示している・例えば・制約集合D3

は（（dl），（d2），（d3），（d4），（d6））である・制約（d5）を設けない場合には・同一レ

ベルの2節点間の距離は1以上とする．

本論文で扱う根付き非順序木の最小幅描画問題UTDは次のように記述できる・

【定義3・1】（問題UTD（D））根付き非順序木rと正の整数βが与えられる・制約

集合Dの制約をすべて満たすrの描画で，勒（r）≦βとなるものが存在するか？

整数座標系を用いるときの問題UTD（D）をⅣTD（D），実数座標系を用いると

きのUTD（D）をRUTD（D）と表す・

【補盈3・1】問題IUTD（Dl）～IUTD（D8）およびRUTD（Dl）～RUTD（D8）はク

ラスNPに属する．

（証明）UTDでは非順序木を対象としているが・まず子を複数持つ各節点に対し

て，子の順序を多項式時間で推測することができる・これにより・非順序木は順
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表3．1制約集合Dl～D8

制約集合腑1）l（d2）

Dl川0lo

D2　　　0　　0

D3　　　0　　0

D4　　　0　　0

D5　　　0　　0

D6　　　0　　0

D7　　　0　　0

D8　　　0　　0

（d3）（d4）（d5）（d6）

0　　0　　0　　0

0　　0　　0

0　　0　　　　　0

0　　0

0　　　　　0　　0

0　　　　　0

0　　　　　　　　0

0

序木と同様に扱うことが可能となる．従って，文献【36］と同様の議論により，問

題IUTDが整数計画問題に，RUTDが線形計画問題に，それぞれ変換できる．文

献【叫30】より整数計画問題，線形計画問題がクラスNPに属することから，補

選3．1が成立する．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

以下では，■－まず3．3節でIUTD（Dl）のNP完全性を証明する．この系として，

IUTD（D2）～IUTD（D8）およびRUTD（Dl）～RUTD（D8）がNP完全である

ことも分かる．更に3．4節で各節点の子が3個以下の根付き非順序木に対して，

IUTD（Dl）がNP完全であることを示す・

3．3．各節点の子の数に制限がない場合のNP完全性

本節では，問題IUTD（Dl）～IUTD（D8）およびRUTD（Dl）～RUTD（D8）が

NP完全であることを示す．

これらの問題のNP困難性を証明するために，NP完全問題であるハミルトン

道問題（IIami1tonianPathProblem，以下HPPと略す）【14】を用いることにする．

HPPとは，与えられたグラフG＝（晦，且G）において，すべての節点を一度だけ

通るような道（ハミルトン道，以下HPと略す）が存在するかどうかを判定する間
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邁である．

以下ではまず，このHPPから問題IUTD（Dl）への変換を与える・鴨＝（恥α2｝

・‥，¢几）（れ＝l堀）とする・グラフ引こ対応して・根付き非順序木花pおよび整

数月を構成する．木花pは各節点可1≦盲≦乃）に対応する部分木少を含んでお

・り，更に各rfは二つの部分ダ少と5r古からなる・

れC。＋1個の節点を作り，V…α1，。2），鴨川），‥・パ旋刷），‥・，瑞軒1，恥），りまとする

（1≦た＜∫≦陀）・これらの節点すべてからなる集合を押と表す・また・穐刷）

と表記した場合，城川）を指すものとする・りi輌）が恥刷佃）の親となるように

（1≦た＜和一1）・布川）が‰叫1）の親となるように凝抗する（1≦ゐ＜J≦れ－1）・

また・砿山，αn）が”まの親となるように掻続する・更に・如（1≦p≦れ，p≠盲）に

っいて，Gで節点句と勘の間に辺が存在しない場合にのみ・図3・2（a）のように

恥挿）に二つの子を付け加える・以上のようにしてできる木を押とし，その根

をr‘（＝穐1，。。））とする・

…1個の節点を作り，γi，V墓，…，砿，軋1とする・これらの節点すべてからな

る集合を5V‘と表す．各節点可がひ…＋1の親になるように接続する（1≦j≦乃）・

また，節点ひ…にのみ図3・2（b）のようにつの子を加える・このようにして構成し

た木をβriとする．

打とgr‘とを，函叫の親となるように接続することによってr増作る・制

約（d5）のもとでは，明らかに各＝こついて勒（rり≧4である・

各少の根r‘とそれらの共通の親となる節点粕Pとを接続してできる木を指ア

とする．また，β＝4mとする・Gから花戸およびβを構成することは，明らか

に0（れ3）時間でできる・

【例3・1】図3・3に問題HPPからIUTD（Dl）への変換例を示す・この場合・n＝5

【補題8・2】グラフG＝（晦，瑚にHPが存在するとき・かつそのときに限り・制

約（dl卜（d6）のもとで花戸は幅血以下で描画可能である・

（証明）まず，グラフ“こおいて肝が存在すると仮定する・HPの節点列を

tdm．，αm。，…，αm〔1とする・このとき・根仰の子の順序が左から順にrml，rm⊃，

…，rmれとなるように，花戸を描くことを考える・各部分木r叫（1≦査≦陀）の描画

は，制約（dl）～（d6）を満たし・かつ勒（rmりニ4となるようにするけれβVi

33



：－：ニー

t－！t～・d，・

：＿＿－－

（a）ダ㍗

享

叫

喚

主：≡十J

（b）grt

図3．271iを構成する二つの木

のすべての節点が同じ∬座標を持つようにする）．また，各申≦盲＜乃）につ

いて，r，几‘とr叫＋1の間隔が4となるようにr叫を配置する．このとき明らかに，

gr叫とgrm仰の節点が制約（d5）に違反することはない・［αml，αm2，…，αmれ】が

GのHPであるので，各盲について（α叫，α叫．1）∈βG・よって花戸において，

γ岩Lり叫．1）と檻㌫佃）は共に‾つしか子を持たない・従って・Ⅳ叫と∫r叫困
の同じレベルの節点が三つの子をもつことはない．rm‘とr叫＋1との間隔を4とし

ているので，灯明とダr叫＋1の節点が制約（d5）に反することもない．

以上より，グラフ“こHPが存在すれば，花戸は幅2＋4（和一1）＋2＝如以

下で描画可能である．

次に，幅血以下のT五戸の描画が存在すると仮定する．そのような任意の描画

花戸において，r即の子を根とする部分木が左から順にrml，rm2…，rmれと並ん

でいるものとする．一般性を失うことなく，露呈における節点の∬座標の最小値

を0とする．各り1≦査≦柁）についてl穐（5r叫）＝4であり，訂£（り㍗り＝4査－2

であることが容易に分かる．

今，ダVmlのある節点γの才座標が0若しくは1であると仮定する．りの子
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（b）花戸の描画の例

図3．3問題HPPからIUTD（Dl）への変換例
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孫で子を三つ持つ節点のうち，りに最も近いものをぴとする．ひの三つの子の

うち2番目に置かれているもののご座標も0若しくは1であるから，左端の子

のご座標は0未満となる．これは，花戸における節点のご座標の最小値が0で

あることに矛盾する．よって，ダVれ1のすべての節点の∬座標は2以上である．

次に，ダVm2のある節点り′のJ座標が6未満であると仮定する．u′の子孫で

子を三つ持つ節点のうち，ひ′に最も近いものをぴ′とする．ひ′∈ダVm2∪5■V仇2

である．このとき，り′からぴ′への道上のすべての節点，およびぴ′の三つの子

のうち2番目に置かれているもののヱ座標は6未満であり，ぴ′の左端の子のご

座標は4未満となる．ぴ′∈ダVm2であるならば，ぴ′の左端の子と，同一レベル

のダVmlの節点との間隔が2未満であることになり，霜妄が制約（d5）を満たし

ていることに矛盾．また，ひ′∈βVm2であるならば，訂T（り㌻2）＝6であることに

矛盾する．よって，ダVm2のすべての節点の∬座標は6以上である．

以上の議論を左の部分木から順に臼＝3，4，…，陀に対して）行うことにより，

各盲に対してダV，miのすべての節点の訂・座標が4壱－2以上であることが分かる．

更に，同様の議論を右の部分木から順に．（盲＝柁，陀－1，…，1について）行うこと

により，各孟に対してダⅤ叫のすべての節点の∬座標が4i－2以下であること

も導かれる．従って，任意のり1≦査≦陀）について，ダⅤ叫の任意の節点のご

座標は4盲－2である．

各盲（1≦豆＜乃）について，ダⅤ叫とダⅤ叫＋1の間隔が4であるので，三

つの子を持つような節点が同じレベルで並んでいない．つまり，各壷について，

ひ岩L‘叫．1）と檻ふ．，）のどちらかは子を‾つしか持っていない・ここでGの節

点列P＝【αml，αm。，…，αmn】を考えると，木7もpの構成法より明らかに，各盲に

ついて（α叫，q叫．1）∈助・すなわち，PはGのHPである・□

［例3・2】図3・3（a）のグラフGはHP【α5，α2，d3，α1，α4】を持つ．木花pは，根の子

をγ5，r2，r3，rl，r4の順に並べることにより，同園（b）のように幅β＝20で描画で

きる．

補題3．1，3．2より，次の定理が導かれる．

搾理a．1】問題IUTD（Dl）はNP完全である．

以下では，Dl以外の制約集合に対する問題IUTDおよび実数座標系における

問題RUTDについて考える．
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【系3・1】問題IUTD（D2）～IUTD（D8）はNP完全である・

（証明）Dlから制約（d4）若しくは（d6）を除いた場合（D2，D5，D6）にも・上で述

べた各部分木戸の描画幅勒（巧の最小値は4となり，Dlと同様に証明可能で

ぁる．制約（d5）を除いた場合（D3，D4，D7，D8）については・鶴（巧の最小値が

2となるが，β＝2氾とすることで，同様に証明できる・　　　　　　　田

【系3・2］問題RUTD（Dl）～RUTD（D8）はNP完全である・

（証明）補選3・1よりRUTD（Dl）～RUTD（D8）はクラスNPに属する・また，NP

困簸であることも，砧アの構成を定理3・1若しくは系3・1で述べたのと同じとす

ることにより，整数座標系の場合と同様に証明可能である・　　　　　ロ

3．4．各節点の子の数が3以下の場合のNP完全性

本節では，各節点の子が3個以下の場合について・問題IUTD（Dl）がNP完全

であることを示す．証明には，文献［36，41】と同様，代表的なNP完全問題であ

る3－SAT（3－Satisfiability；3一充足可能性間＃）［14】を用いているが・ここでは各節

点の子の順序に自由度があることに注意する必要がある・

3．4．13＿SA甘から問題IUTD（Dl）への変換

3＿SATとは次のような問題である．

ズ＝（Jl，ご2，・‥，ごれ）をプール変数の集合とする・各変数∬∈ズまたはその否

定雷をリテラル（1iteral）と呼ぶ・有限個のリテラルの論理和を節（clause）と

呼ぶ．有限個の節軋為，‥・，凡（m≧1）の論理積をブール代数式βとする・β

の各変数∬∈ズにtrueまたはfa18eを適切に割り当てることによって・βをtrue

とすることができるとき，且は充足可能であるという・

充足可能性問題（SAT）とは，プール代数式且が与えられたときにト厨が充足可

能であるかどうかを判定する問題である・3－SATとは・SATにおいて各節のリ

テラルを3個に制限したものである．各節瑚1≦去≦m）に含まれるリテラルを

y抽軋。，恥3と表す・

以下では，この3－SATからB＝104に対する問邁IUTD（Dl）への変換を与
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巧J

（a）恥メ＝ごた

りJ

（b）yi．ブ＝ごた

図3・4エア（恥j）の構成

える．

3－SATの入力となるプール代数式βに対応して，根付き非順序木r岬）を構成

する．木r（β）は各節月に対応する部分木Cr（彗）を含み，更にCr（彗）は各リ

テラル肌，Jに対応する部分木上r（恥ゴ）を含んでいる．

エr（裾）の構成は，図3・4のように2通り考える．あるプール変数∬た∈ズに対

して，図3．4（a）がれj＝∬たの場合であり，同国（b）が裾J＝前の場合である．い

ずれの木にも∬たに対応する部分木Vr（∬た）が含まれている．エア（凱厄）の根をγi，ゴ

と表し，その三つの子5l，β2，β3を図に示すよう‾に定める．

Vr（∬鳥）は図3．5のように構成する．節点如から順に鮎92，・・・凋までのた＋1

個の節点を同図のように接続したものを含んでいる．ごた＝紬（1≦ゐ，た′≦れ）で

あるとき，かつそのときに限りVr（∬烏）とVr（柑）は同型である．

VT（∬た）について，その根クの二つの子の間隔をdpと表すことにする．整数座

標系を用いていることと制約（d3）より，ちの値は偶数でなければならない．ちが

2の場合と4の場合のVr（諾た）の描画の例を図3．6に示す．

エア（裾）を描画する際には，制約（d3）および（d6）に従って，各節点vの子を等

間隔に配置し，ひをそれらの中央に配置する．また制約（d5）に従って，同一レベ

ルの2節点間の距離は2以上としなければならな∨、．

ちの値とエア（恥メ）の描画の幅との間には次の関係（＊1）が成り立つ．

（＊1）恥J＝∬たの場合，ちが2であればエア（軋メ）全体の描画幅を14にすることが
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図3．5Vr（∬た）の構成
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（a）

0　1　2　3　4　5

J

（b）

図3．6Vr（諾鳥）の二つの描画

できる（図3．7（a））．一方，ちが4であればエr（凱揖）の描画幅は16以上を

要する（図3．7（b））．ちが6以上の場合も同様である・同様に，yfJ＝布

の場合，ちが4であればエれ鋸）全体の描画幅を14にすることができる

（図3．8（b））．一方，ちが2であればエれy‘J）の描画帽は16以上を要する

（図3．8（a）），d，が6以上の場合も同様である・

図3．4に示したように，上r（y‘J）の根r‘Jは三つの子β1，β2，β3を持つ・エア（肌鳥）

の描画でβ2がβ1とβ。の間に置かれていないものは不当であるということにする・

このとき，次の（＊2）が成立する・

（＊2）エア（y‘J）の任意の不当な描画の帽は19以上である（図3・9）・

‾また，エア（yり）の描画帽の最小値について，次の（＊3）が成立する・

（＊3）上r（y‘J）の描画幅の最小値は14であり，帽15の描画は存在しない・

各上r（裾）U＝1，2，3）の根riJと，それらの共通の親となる節点を図3・10のよ

うに接続し，部分木Cr′（瑚を作る．更に，CT′（瑚の二つのコピーと，乃＋6個

の節点を囲3．11のように接続してCr（瑚を作る．ここで，C7’（彗）の根となる

節点を叫とし，陀＋6個の節点のうち最も下にあるものを呵とする・
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J

（b）

図3．7エア（肌J）の二つの描画（肌J＝∬たの場合）

0　1　2　3　4　6　6　7　8　910111213141518

J

（a）

0　1　2　3　4　5　8　7　8　91011121314

1

（b）

図3．8上r（勘）の二つの描画（yiJ＝前の場合）
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J

（a）

012　き　4　5　¢　7　8　91011121さ141516171819

J

（b）

図3．9エr（yi，j）の不当な描画の例

巧，1　　　J；β 1．さ

エア玩．1）　㍍執〆＼／エ耶唾

図3．10Cr′（彗）の構成
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Ⅳi

CT■て巧）

士
以J

CT■Ⅵ）

乃＋4node8

図3．11Cr（彗）の構成

木r（β）は，m個のCr（彗）を，各申≦古≦m－1）に対して呵が叫＋1の親

となるように接続して得られる（図3．12）．

恥㍗＝勘若しくは机＝布であるとき，図3・4より

ん吻如（エr（恥j））＝ん吻扇（Vr（才た））＋2

である．従って，Cr′（月）の高さは

埴叫Cr′（瑚）＝農誤†埴ゐ畔r（恥誹）＋1

≦混（ゐ吻叫Ⅴれヱた）））＋3

＝（乃＋2）＋3

＝†l＋5

より，m＋5以下である．よって，r（且）における叫のレベルをはすると，図3・11

より，CT′（彗）の最も下にある節点のレベルは最大J＋1＋（m＋5）＝J＋乃＋6

となる．一方，可のレベルはJ＋乃＋5なので，図3・12よりCr′（月＋1）の根のレ

ベルはJ＋乃＋7となる．このように，Cr′（彗）の最も下にある節点のレベルは

Cr′腫＋1）の根のレベルより小さいので，部分木Cr′（瑚とCr′腫＋1）の節点が

重ならないことが保証される．

各Cr（瑚は0（乃）個の節点を持ち，r岬）はm個のCr（瑚を接続したもの

であるので，明らかにr岬）の構成は0（れm）時間で可能である・
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図．3．12r（且）の構成
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3．4．2　証明＿

ここでは，プール代数式茸が充足可能であり，かつそのときに限り，r岬）が

幅104以下で描画可能であることを示す．

【補遺3．a】各部分木上r（裾ブ）の描画を囲3．7若しくは図3．8のように行ったもの

とする．このとき，任意のCr′腫）について，三つの部分木上r（恥J）のうち少な

くとも一つが幅14の描画を持つならば，Ⅵ左（Cr′（彗））≦50となるように描画可

能である．

（証明）図3．7，3．8のように各エア（れj）の描画を行うと，l穐（上r（恥j））は14か16

であり，Ⅳ上∬とⅣ亀の備によって，次の2通りに分類することができる．

1．1愕（上r（裾j））＝（7，7），図3・7（a）および3・8（b）

2．1佗（上r（机，メ））＝（8，8），図3・7（b）および3・8（a）

仮定より，エr（yり）～エア（軋。）の少なくとも一つは（1）の描画を持つことにな

る．従って，三つのエア（狛．ゴ）におけるl愕の可能な組み合わせは，

〈1）（7，7）が三つ

（2〉（7，7）が二つ，（8，8）が一つ

（3）（7，7）が一つ，（8，8）が二つ

の3通りのみである・制約を満たしながら，三つのエア（裾）を図3・13のように並

べることにより，l穐（Cr′（彗））≦50とすることができる．□

任意のCr′（彗）について，エr（yり）～エア（軋3）の描画がいずれも不当なもので

なければ，制約（d5）より，それらは2以上ずつ離して配置する必要がある．一

方，例えばエア（裾1）とエア（恥2）の描画が不当なものであるとき，それらの一部の

節点が同じ∬座標を持つ可能性がある．しかし，（＊2）で述べたように不当な描画

の幅は大きくなるため，次の補題が成立する（証明は省略する）．

【補題3．4】あるC71′（昂）の描画の幅が50以下であるとする．このとき，上7（裾1）

～エア（粧3）の描画はいずれも不当ではない．

補選3．3，3．4より，次の補題が導かれる．
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図3．13補選3．3の証明の説明図

【補語3・5】プール代数式且が充足可能であるとき，かつそのときに限り，鶴（r（句）≦

104となや木叩）の描画が制約（叫～（d6）のもとで可能である・

（証明）まず，茸が発足可能であると仮定し，βをtrueとするような・各変数への

任意の真偽割り当てについて考える．

各リテラル恥ブ（1≦五≦m，J＝1，2，3）に対して・恥J＝trueであるとき

穐（汀（yi，j））＝14，裾j＝以詑であるとき勒（汀（裾j））＝16となるように・

汀（軋メ）の描画を定める・具体的には・裾＝gたであるとき・勘；＝trueであれば

図3．7（a）のように，〇た＝falseであれば同園（b）のように描画する・また・裾J＝茹

であるときには，Xk＝trueならば図3．8（a）のように，Xk＝falseならば同図（b）

のように措く．

仮定より，各節瑚1≦盲≦m）に含まれる三つのリテラル勘～軋3のうち少

なくとも一つがtr。eとなっている．よって，以上のようにして各汀（恥J）の描画

を決めれば，補題3．3より，勒（Cr′（瑚）≦50となるようにCr′（瑚を措くこと

ができる．
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このCr′（月）の描画を元に，制約（d3），（d5），（d6）に従って，図3．11のように

部分木を並べてC7「（月）を描くことにより，

l穐（Cr（月））

≦　W訂（Cr′（彗））＋2＋2＋l穐（Cr‘岬））

≦　50＋2＋2＋50＝104

とすることができる．このとき，Ⅳ上∬（Cr（彗））≦52，Ⅳ亀（Cr（書））≦52と

なる．

最後に，叫～ぴmが同じ∬座標を持つようにして，CT（賞）～CT（j㌔）の描画

を接続する（図3．12参照）．このとき，

Ⅳエ∬（r（句）≦摺監（Ⅳん（Cr（彗）））≦52・

Ⅳ＆（r（β））≦濃（Ⅳ凡（Cr（瑚））≦52

より，l穐（r岬））≦104となる．従って，r（且）は幅104以下で描画可能である．

次に，幅が104以下であるr（β）の描画が存在すると仮定する．そのような描画

にお〉、て，明らかに各Cr（瑚の描画幅も104以下である・各Cr（瑚の描画では，

節点叫と可とをつなぐ道が二つのCr′（彗）の聞に措かれている．制約（d5）より，

同一レベルの節点問の間隔が2以上必要であることを考慮すると，各Cr′（彗）の

描画幅は50以下となる・Cr′（彗）は三つの上r（裾）を含むが，補題3．4よりそれ

らの描画はいずれも不当ではない・よって制約（d5）より，三つの汀（勘）の描画

の間隔は皇ずつ必要であり，描画の幅の和は50－2－2＝46以下となる．従って，

（＊岳）より，上7（恥1）～エア（恥。）のうち，少なくとも一つの描画幅は14である．

各変数に対して，次の（＊＊）に従ってtrue若しくは以seと対応させるものと

する．

（＊＊）描画幅14の各上r（裾）に対して，恥jをtrueとする．すなわち，恥メ＝∬た（∈

X）であれば3kをtrueとし，yiJ＝布であれば3kをfalseとする．その結

果値が定まらない各変数に対しては，任意にtrue若しくは払1＄eを割り当

てる．

ある壱，J，盲′，ブ′について，裾＝現，yi′，J・＝布であり，かつエr（裾メ）とエア（肌・，J′）

の描画幅が共に14になったと仮定する・このとき，前述の（＊1）より，エr（恥j）
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におけるVr（∬た）の根の子の間隔は2であり，上粕′－j・）におけるVr（∬た）の根の

子の間隔は4である．これは制約（d4）に反する・よって，エア毎，J）とげ（y柑）

の帽が共に14になることはなく，（＊＊）により一つの変数にtrueおよびfalseの

両方が割り当てられることはない・

（＊＊）により各変数への真偽割り当てを行ったとき，各月はすべてtrueとなり・

βカ官tr。eとなるので充足可能である．　　　　　　　　　　　　　ロ

補選3．1，3．5より，次の定理が導かれる・

［定理∽】与えられた木rの各節点の子の数が3以下である場合に対する問題

IUTD（Dl）はNP完全である・
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第4章矩形の最小面積非交差再配置問題

本章では，直交順序を保存する矩形の最小面積非交差再配置問題について述

以下，4．1で本論文で用いる用語および記号を定義し，4・2で矩形の最小面積非

交差再配置問題LADRを定義する・4・3では問題LADRが整数座標系でNP完全

であることを証明する．更に4．4では，三未らのアルゴリズムを紹介し，このア

ルゴリズムより面積の小さい再配置を求めるアルゴリズムを提案する・

4．1．諸定義

月を任意のn個の矩形vl，り2，…，Vれからなる矩形集合とする・各妬形叫はそれ

ぞれ正整数の∬方向の帽恥y方向の幅九‘を持つ．矩形叫を（叫舟〉と表すこと

がある．ここで，矩形集合月の2次元空間上の配置を考える・矩形集合月の配置

打点は，整数座標系を用いるとき写像瑚：月→g2・実数座標系を用いるとき写

像汀月：月→兄2で表され，各矩形叫∈月の中心の〇座標値，y座標値がそれぞ

れ。‘，y‘のとき，相（叫）＝（ご；，y‘）と定義する・ここでZ2，兄2はそれぞれ・2次

元整数座標空臥2次元実数座標空間である．本論文で扱う配置では，矩形叫の

長さ叫（ェ方向の帽）の辺は2次元平面の霊軸と水平になるように置くものとし・

矩形の回転は許さない．

剥こ含まれる矩形叫の，配置訂月における左右の境界の〇座標をそれぞれJ航（明），

両九仙），上下の境界のy座標をそれぞれf叩す（叫）・あ曲恥（叫）と定義する・訂月

についても同様に，次のように定義する．

坤（汀月）

両面（打点）

ねp（打点）

あ¢伽m（打点）

裏芸帆（巧）

誓詣r軌（叫）

恕妬（叫）

票紳助鞠（叫）

更に，訂Rの∬方向の帽，y方向の帽をそれぞれ穐（汀月），勒（汀月）と表し，次のよ
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うに定義する．

l鶴（訂月）＝　璃直（訂尺）－嘩（訂月）

l％（訂月）＝　ゐ○肋m（訂月）－わp（訂月）

矩形と同様に，打点に対して（l穐（訂月），Ⅵん（訂月）〉という表記を用いる．打月の面積

5（訂月）をg（訂月）＝l鶴（訂月）・Wy（訂月）と定義する．

4．2．矩形の最小面積非交差再配置問題

矩形の最小面積非交差再配置問題を定義する．

【定義4．1］（最小面積非交差再配置問題）矩形集合月とその配置訂月および正の整

数∬が与えられる．任意の2つの矩形が同じ中心座標を持たないとする．すなわ

ち，任意の‰り∈月巨≠j）について，汀月（巧）≠訂月（り）である．このとき，以下

の制約（1），（2）を満たし，かつg（鴫）≦∬となる月の配置鳴が存在するかどうか

を判定する問題を，最小面積非交差再配置問題という．但し，以下の制約（1），（2）

では，各巧∈剥こついて打点（明）＝（勘，机），町長（明）＝（ご；，y；）とする．

（1）再配置前後で直交順序を保存する・つまり，各矩形γ‘，り∈捌こ対して，次式

が成り立つ．

∬i＜〇J⇔　ヱ；＜エ；，

∬i＝∬メ　⇔　∬；＝エ；，

眺＜鋸　⇔　y；＜y；，

机＝的　⇔　y；＝yト

（2）再配置後，矩形は互いに交差しない・つまり，各矩形v‘，り∈月（盲≠J）に対し

lごトJ；l≧竿またはIyトy；l≧生許
以下では，最小面積非交差再配置問題をLADRと表し，整数座標系を用いる

とき，特にILADRと表す．
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l項沌り1明毎＝矧如

月●

R′

CR（ろ）

CR（ち）

ぐ月一巧′．－

図4．1月岬）の初期配置訂叩）の概略

4．3．矩形の最小面積非交差再配置問題の計算複雑鹿

本節では，問題ILADRがNP完全であることを示す・lLADRがNPに属する

のは明らかである．ここでは，まずILADRのNP完全性を証明するために，NP

完全問題である3－SAT［14】をILADRに帰着する・

3＿SATについては，で記述した通りであるが，ここではプール変数の集合ズ

はr個の変数を含むものとする．つまり，ズ＝（ご1，ご2，・‥，∬r）とする・

4．3．13＿SATから間違ⅠもADRへの帰着

3＿SATから問題ILADRへの帰着性を示す．

プール代数式点から矩形集合点岬）とその初期配置和岬）を定義する・最も左

上の矩形の左上角を座標原点（0，0）とする．月岬）は各プール変数勘に対応する

矩形集合Vj勒．），各節即こ対応する矩形集合Cj岬），矩形集合属′および矩形

Ⅳカ、らなる．月（且）の初期配置汀叩）の概要を図4・1に示す・叫g）は3－SATの各

プール変数。たがすべてtrueである場合に対応する・以下，矩形集合月（β）とそ

の初期配置和岬）について順に述べる・なお，矩形集合V月いた）に対し・初期配
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針
2r＋1

rect

2王・．′

（a）月；′

r－1

rect

誠

J†－i

m5etS

月㌫

・王2

（b）月′

国連．2一符および月′の配置

置叫g）の定義域をⅤ坤た）に制限した初期配置灯用㈹レ坤鳥）を，ここセは簡単の

ため単に訂Ⅴ恥）と表記する・月（月）に含まれる他の矩形集合に対しても同様の表

記を用いる．

別まⅤ月（ご烏）やC月（彗）の配置を制限するためのもので，矩形集合呵（盲＝

1，‥・，m）を含んでいる．属；′および月′の初期配置を図4・2に示す・図の中で用い

ているrは3－SATにおけるプール変数の個数である．

各変数∬たに対応する矩形集合Ⅴ月（J鳥）の初期配置訂Ⅴ坤烏）を図4・3（a）に示す・

Ⅴ月（∬た）はm個の（2，2（4r＋3））の矩形∽揖を含んでおり，初期配置ではこれら

は縦にすき間なく配置される・訂叩）では，各Ⅴ属（∬た）に対してねp（汀y恥））＝

f叩（訂尺・）となるように配置する（図4．1参照）．

次に，各節即こ対応する矩形集合C月腫）について述べる．まず，C月（彗）に含

まれる各リテラル恥J（メ＝1，2，3）に対応する矩形集合上月（軋J）について述べる・

上月（恥J）は2つの種類がある（図4・4，4・5）．いずれの場合も，上月（y；，J）は（2，2〉の

矩形肌揖を含んでいる・エ軸‘，ブ）の初期配置叱月れメ）はそれぞれ，ある変数∬たに
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（a）
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囲4．3V月（∬た）の配置

軍

白
（b）

12

（b）

要　珂「

図4．4エ鞠‘J）の配置（裾＝ごたの場合）
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屯＝5
王

≒　　　　　：：

U軋　　8

（a）

重：

屯＝3王‥∴

10

（b）

図4．5上呵裾）の配置（yiJ＝前の場合）

対して，対応するリテラルがyiJ＝∬たならば図4．4（a），yiJ＝布ならば図4．5（a）

とする・訂ム恥J）の上端の境界のy座標とM局のy座標との差を琉（訂上月（机。））とお

く・但し，ここでは屯（灯用（肌烏））を単に屯と表すことにする・

C月（彗）は，各上月（裾）および上〃（裾）U＝1，2，3），更に（36（m＋豆－2），4〉の

矩形りJi，（36（2m一盲－1）＋12，4）の矩形叩を含んでいる．上Ⅳ（損）は（4，4〉の

矩形りqJと（6，4）の矩形祓Jからなる・C月拷）の初期配置訂c月挿）を図4・6に示す．

C月拷）に含まれる各上月（勘）は，yりに対応する変数がごたまたはその否定なら

ば，わ〆汀⊥柚。））＝h伽叫汀エⅣ（研。））＋4（た－1）となるように配置する・エ〃（yiJ）

とエ月（yiJ）は，坤（叱恥。））＝J眈（肌揖），均叫汀工勒J））＝均嫉（祓J）となる

ように配置する．

各Ⅴ月（∬た），C月（恥Ⅳおよびガから月（β）の初期配置粕（句を図4・1のよう

に作る・汀呵句では，わpT（坊）＝句中ヤ）となるようにC月（昂）と〟を配置する

（図4・7参照）・このとき，訂以恥‘。）の叫J以外の各矩形のy座標は，点りこ含まれる

ある矩形のy座標と等しい・y‘J＝∬たまたはその否定であるとすると，汀叫yり）に

含まれる喝Jと汀Ⅴ月毎）に含まれるγ恥のy座標はそれぞれ，

（γβ‘Jのy座標）＝　2＋4（r－1）＋（4（2r＋1）＋2）（よ－1）＋4＋4（ん－1）＋5

＝　4（r＋た）＋2（4r＋3）（戎－1）＋3

（M宥のy座標）＝　2＋4（ゐ－1）＋2＋2（4r＋3）（盲－1）＋（4r＋3）

＝　4（γ＋た）＋2（4r＋3）（云－1）＋3
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図4．6C月拷）の初期配置
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図4．7月′とC月（月）の配置
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であるから，M局と鞠‘は同じy座標をもつ．従って，制約（1）を満たす再配置に

おいてもこれらは同じy座標をもつ．また，C月岬）とC月（彗＋1）の配置では，それ

らに属する矩形が交差しないように十分なy座標の間隔を取っている（図4．7参照）．

更に訂月（g）では，汀V坤1）の左側に，上端の境界が同じになるように（32mr＋8r，2〉

の矩形月＊を配置する．

各V月（∬た）およびC月（薫）は，それぞれr，mに関する多項式の大きさおよび

個数の矩形を含み，月（月）はそれらをそれぞれ，r個，m個含んでいるので，属岬）

とその初期配置汀解）は多項式時間で作成できる・

且の各変数にtrueまたは以seを割り当てることによって得られる月（月）の再

配置を癌β）とする・癌β）は直交順序を保存し・矩形の非交差を満たすように作
成する．

4．3．2　証明

【補温4・1］βが充足可能ならばそのときに限り，月（慮）の配置鴫β）が存在し・町長岬）

は制約（1），（2）を満たし・勒（町長（g））≦32mr＋108m＋16r－60・勒（癌β））＝
8mr＋6†乃＋4rである．

（証明）（⇒）まず，βが充足可能であると仮定する・このとき，βを充足可能に

するような各変数への真偽割り当てが存在する．各変数現の割り当てに対応す

るⅤ月（∬鳥）の配置を決める．〇鳥＝trueならば図4・3（a），Jた＝以seならば同園

（b）とし，月（りの配置鴫月）を考える・図4・3（a）の初期配置に対して，同国（b）

の配置が直交順序を満たしていることに注意する・このとき，l鶴（柘晦））＝8・

勒（訂レ月毎））＝8r柁r＋6m＋4rである・

各Ⅴ月（∬た）の配置より，Ⅳは各庫形がすき間なく縦列に配置され，これによ

り各上月（裾J）（1≦査≦m，メ＝1，2，3）に属する各矩形のy座標が決定する・

勒（転帆））＝8であり・dβ＝5または3で幅が最小となる配置は，図4・4

および図4．5で示す配置のみである．リテラル裾Jに対応する変数がtrueであれ

ばdβ＝5，触eであればd∂＝3となる．このとき，恥jの値がtrueであれば

図4・4（a）または図4・5（b）のいずれかの配置となり・勒（訂乞月i；り））＝10となる・

また，軋メの値が以seのときは勒（訂乞触∫））＝12となる・

仮定より，㌧各月の3つのリテラルのうち少なくとも一つはtrueであるので，
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勒（汀主軸り））≦34となり・勒（汀♭月（瑚）≦108m－62となる・よって月㈲全体

は，勒（鴫g））≦32mr＋16r＋2＋（108m－62）＝32mr＋108m＋16γ－60・

明（布g））＝勒（汀レ恥））＝8mr＋6m＋4rとなる・図4・8に且＝（∬1VJ2V∬3）∧

（市∨萄∨筍）∧（可∨可＞∬2）の場合の月岬）の配置例を示す・

（睾）次に，勒（癌g））≦32mr＋108m＋16r－60・勒（鴨方））＝8mγ＋6m＋4r

の月（β）の配置癌β）が存在すると仮定する・

書に含まれるリテラルが諾たとその否定前の両方を含んでいるならば・彗は任意

の割り当てでtrueである・彗に含まれるリテラルがすべて異なる変数の場合を

考える．各町メ（j＝1，2，3）は芳鳥メまたは珂とする・Ⅴ坤たj）と上月′（恥j）の宛（g）

における幅の和は，仇（疎石）卜（∑輌，柚鶴（訂y月（ごた））＋鶴（柵）＋帆jの帽

）＋（明，Jの幅））であるから・盲に関わらず（32m√＋108m＋16r－60卜（32mr＋

8r＋8（r－3）＋2＋36（m＋盲一2）＋36（2m一首－1）＋12）＝58以下である・よっ

て，少なくとも1つのJに対して，Ⅴ月（ごたメ）と上月′（裾J）の勒の和が19以下であ

る・それぞれ勒（拓呵））≧8・勒（汀乞妬j））≧10なので・勒（訂レ叫））≦9・

勒（屯明晰））≦11である・

初期配置打では・勒（訂Ⅴ尺（ヱ九メ））＝8mr＋6m＋4γである（図4・3）・再配置汀′では

勒（癌β））＝明（訂レ叫）かつ勒姉叫））≦9であり・図4・3より・りC畔‥，

机句卿は必ずy方向に間隔が開くことなく配置され・それぞれ甲踵標は図4・3（a）

または（b）のいずれかである・また別こ関しても・勒（柵）＝8仰＋6m＋4r＝

勒（癌β））であることから・再配置鴫では〃はy方向に開削澗くことなく配置
され，このことにより各上鞠‘，メ）（1≦盲≦m，j＝1，2，3）に属する叫j以外の矩

形のy座標は初期配置と変わらず，また勒（転帆））＝8となる・

鋸が和または煎であるとする・このとき，M揖と肌揖の踵標が等しいこと

より，Ⅴ点いた）に属するv恥，…，明，mの踵標が図4・3（a）ならば，上袖・ブ）に対

してd，＝5，同図（b）ならばdき＝3となる（国4・4，図4・5参照）・屯＝5のとき

恥メ＝前ならば，鶴（転帆））≧12となり・このとき鶴（訂L月′（扁）≧12となる・

また，屯＝3のとき恥J＝∬たならば，同様に勒（打乞軸J））≧12となる・従って・

勒（訂叫y‘．j））≦11であれば・dd＝5のとき軋J＝〇た，dき＝3のときy‘lブ＝布で

ここで，哨，1，…，りCた，mの踵標が図4・3（a）または（b）のいずれかであるごたに対

57



βgmr＋J¢βm＋Jβr一朗

ちちちち

月

旦

昂

β爪r＋ふル＋4r

・［ココ【ココ・

二「1・＿

】

】

】

】

】

，

l

ト

ー㌔
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β加r＋J〃β仇＋Jか・62

ちち屯ち

月

月

月

β爪r＋β仇dr

；∴＝

■㌔

（b）再配置（∬1＝ご2＝true，∬3＝∬4＝hlse）

図4・8月（β）の配置例
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して，図4・3（a）であれば∬た＝tme・同国（b）であれば∬た＝fdseの割り当てを考え

る・このとき・各捌こ対してあるJが存在し・鶴（訂レ月毎））≦9，勒（汀レ月（吋）≦

11・裾＝∬たメまたは可である・噸訂レ叫））≦9より・VCゆ‥・，UCたj－mの踵

標は，図4．3（a）または（b）である・図4・3（a）ならば・叫＝trueおよびd8＝5

となり・鶴（訂乞月′（緑）≦11より・y古，j＝叫，軋メ＝trueである・また・同図（b）

ならば同様に，3h，＝false，d8＝3であり・y‘・j＝可，yi・j＝trueである・

よって，各月の少なくとも1つのリテラルはtrueとなり，属はtrueとなるの

で充足可能である．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ

【補題4．2】且が充足可能ならばそのときに限り，配置打完（句が存在し・鴨方）は制約

（1），（2）を満たし，g（鴫β））≦（32mr＋108m＋16r－60）（8mr＋6m＋4r）である・

（証明）（⇒）5＝（32mr＋108m＋16r－60）（8mr＋6m＋4r）とおく・厨が充足

可能ならば，補遺4・1より，配置訂完岬）がぶ（極月））≦5でできる・

（幸）g（鴫β））≦5ならば月岬）の定義より鶴（癌g））≧32m∬＋108m＋16r‾

64，勒（癌β））≧8mr＋6m＋4rである・勒（鴫β））＞8mγ＋6m＋4rならば，

坤毎））≧（32mr＋108m＋16r－64）（8mr＋6m＋4r＋1）

＝（32mr＋108m＋16r－60）（白mr＋6m＋4r）

－4（8mr＋6m＋4r）＋32mγ＋108m＋16r－64

＝　∫＋84m－64．

m≧1なので84m－64＞0となり，5（癌β））＞ぶとなる・

よって，坤完（E））≦gならば・勒（旬g））＝8mr＋6m＋4rであり・勒（癌β））≦
32mr＋108m＋16r－60であるので，補選4．1よりβは充足可能である・　□

ILADRがNPに属することは明らかなので，補選4．2より次の定理が導かれる・

【定理4．1】ILADRはNP完全である・

4．3．3　実数座標系における再配置問題

RLADRもILADRと同様に3－SATから変換することができる．

RLADRでは，ム勒，j）およぴエ月1丸J）を図4・9，4・10とする・いずれの場合も・

上鞠i，メ）は（2，2〉の矩形叫，Jを含んでいる・上月匝‘，j）の初期配置訂叫鋸）はそれぞ
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図4．10R上ADRにおける上月（yiJ）およびム丹（勘）の配置（yfJ＝前の場合）
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れ，ある変数毎に対して，対応するリテラルが勘＝Jたならば図4・9（a）・裾メ＝布

ならば図4．10（a）とする・実数座標系であるから・図4・9（b）および4・10（a）では，直

交順序を満たす範囲で矩形の座標差を1以下にすることができる・勒（汀ム恥j））＝

8であり，幅が最小となる配置は，図4．9および図4・10で示す配置のみである・この

とき，yi，ブの値がtrueであれば図4・4（a）または図4・5（b）のいずれかの配置となり・

勒（町L貯（耶．j））＝12となる・また・釣，Jの値がfalseのときは勒（叱月・（緑）＝13＋∈

となる（亡＜＜1）・

この上鞄‘，ゴ）および上月′（恥ゴ）を用いることで，ILADRの場合と同様に・3－SAT

からRLADRに変換することができる．よって，次の定理が成り・立つ・

【定理4．2】RLADRはNP困難である・

4．4．再配置アルゴリズム

文献【24】では，矩形集合とその配置が与えられたときに・直交順序を保存し

た面積最小の非交差再配置を求める発見的手法として，アルゴリズムPflS（Push

蝕ce－Scan）が提案されている・本章では・PFSアルゴリズムを基にした・面積

最小の再配置を求める発見的アルゴリズムヤーS′を示す・

4．4．1PusllForce－Scanアルゴリズム

アルゴリズムF駅Sは矩形間の交差を除くために，矩形間力と呼ばれる値を用

いる．矩形間力は任意の2つの矩形間で定義されるベクトルである・矩形叫，巧

間の矩形間カムリま，これらの矩形が交差するとき・1墨に対してりを相対的に

んだけ移動すれば，町明が交差しないことを保証する・んの向きは・明，り間

の交差を除くだけでなく，過去の実験などで得られた経験に従って，直交順序を

保存してできるだけ配置面積が小さくなるように選ばれる・

ここではまず，矩形間力および本節で用いる記号について定義する・矩形集合

属およびその配置打点は与えられているものとする．

配置汀月における矩形明（∈月）の中心座標を（諾；，肌）と表す・すなわち，灯油i）＝
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（∬‘，y‘）とする．矩形ひ‘，γJ（∈月）間の座標の差△ごf，j，軸‘，Jを次のように定義する・

△∬i，J＝　∬ノー∬i

△y古，j　＝　yゴーy；

矩形り‘，りJが交差しているならばそのときに限り，

伽，J】＜竿かつ伽揖l＜
九i＋んJ

が成り立つ．上を明およびりの中心座標を結ぶ直線とする・交差を解消するた

めに，直交座標を満たす範囲で，甘けりが交差せずに接触するまで，上に沿って

りを移動させるとする・このとき，移動後のりの座標を（ご；，y；）とする・矩形間

力ん＝鳩，鳥）は，（£J，yJ）から（∬；，y；）へのベクトルとして・以下のように

定義する．鋸を上の勾配，すなわち，訊け＝△恥j／△∬‘，ブとする・△勘，メ＝0な

らば鋸＝∞とする．また，Gi，Jを（ん汁ゐ〟（叫＋叫）とする・

a）町砺■がy方向の境界で接触する場合，すなわち，G古，J≧軋J＞0・－G‘，メ≦

凱j＜0，凱j＝0のいずれかの場合，

島＝缶（竺㌍一触－），且＝錮ブ・

b）机，りが∬方向の境界で接触する場合，すなわち，（G‘，J＜タ‘，J）かつ（凱ゴ＞0）・

または（－Gi，ゴ＞恥J）かつ（鋸＜0）の場合，

鳥＝缶（生㌍－陶→，鳥＝慧・

次に，PFSの詳細について述べる．P万一Sは制約（1），（2）を満たす再配置を0（れ2）

時間で求める（n＝lRF）．PFSでは，まずx方向の移動であるHorizontal－PFS，

次にy方向の移動であるVertical－PFSを実行する・Horizontal－PFSでは，任意の

鮨形対町乃に対し，明から見てりを少なくともん移動させることを保証する・

Vertical＿PFSは適用する方向を除いてHorizontal－PFSと同じであるため，ここ

ではHorizontal－PFSについてのみ説明する．
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【AlgorithmHorizontal－PFS】

begin

盲：＝1；

J：＝1；

while（i≦n）dobegin

た：＝maX日向＝∬メ）；／叫＝勘＋1＝・‥＝ヱた＊／

∂：＝0；

if（∬i＞ヱ1）then

∂：＝maX（07．≦農葦≦れ見j）；
hrJ：＝言torldo

∬メ：＝エゴ＋∂；

J：＝盲；

査：＝た＋1；

emd；

end．

図4．11アルゴリズムHorizontaトPFS
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l－Jl；l、3

（a）初期配置

⊂］

l、J lゝ　　　　－七

（b）PFSによる配置

図4．12　すき間が生じる例

HoriヱOntal－PFSの概要を図4．11に示す．ここで，昔1≦ご2≦…≦ご兜と仮定す

る．Horizontal－PFSではvl，V2，・・・，Vnの順で各矩形の再配置におけるx座標を

決める．同じ∬座標を持つ矩形の∬座標は同時に決まる．同じ∬座標を持つ矩

形叫，…，γたのJ座標を決めるとき，これらの矩形だけを動かすのではなく，す

べてのり（古≦J≦m）を同時に移動させる・この移動距離は，Whileループの一

回前に移動した矩形りm（J≦m＜盲）とり（盲≦メ≦和）間の矩形間力楓ブの最大

値とする．

PFSは正方向のみの移動に制限しているが，この制限を解消するために，三

未らは別の手法であるP批誠一P祝JJ純化e－∫cα陀アルゴリズムを提案している．この

アルゴリズムは負方向の移動を許しているが，非交差を保証していない．よって，

ここではこのアルゴリズムについては議論しない．

4．4．2　PushIbrce－Scanアルゴリズムの改良

PflSではいくつかの場合において，矩形間に余分なすき間を生じる．図4．12

の例において，同図（a）は初期配置，（b）はPf馴こよる再配置を表している・こ

の例では，V2とu3はださによって右に移動し，その後，ひ3が花3によって再び

移動するため，γ1とむ2の閤に余分なすき間を生じる．

ここでは，PFSで得られた配置面積以下の配置を得るアルゴリズムPf、S′を提

案する．PFS′の計算量はPFSと同じく0（㌦）である．Pf甘はPFSと同様に

H。riz。ntal－PFS／，Ⅴ町ti。al－PFS′の順で実行する．ここではHorizontal－PFS′にら

いてのみ説明する．

再び，図4．12の例について考える・この場合，り2に対しては芹2による移軌
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【AlgorithmHorizontal－PFS’］

begin

盲：＝1；

J：＝0；

Jm哀れ：＝1；

while（古≦．陀）dobegin

た‥＝maX（jl∬i＝勺）；ハ∬i＝勘＋1＝‥・＝∬た＊／

7：＝0；

if（∬i＞∬1）then

7：＝‾∞；

fbrm：＝itokdobegin

イ′‥＝遺賢1（¶＋だm）；
－■l

〈

JifLあれd（γふ，Jm）＋7〝＜Lあ几d（明m壷”孔厄前）

7‘′　otherwise

7：＝maX（7イ）；

end；

hrm：＝盲toたdobegin

7m：＝7；

∬m：＝Jm＋≠；

ifJ＿あ乃d（叫巾gm）＜才一あ扇（叫m毎勘mf几）then

gm壷陀：＝m；

J‥＝J＋max町≦還絡≦れ楓j）；
宣：＝た＋1；

end；

emd，

図4．13　アルゴ1）ズムHorizontal－PFS′

65



り。に対してはmaxi芹汗島，芹3）による移動を考えれば十分である・PFS′はこ

の考え方を一般化したものである．・ご1≦J2≦‥・≦ヱれと仮定する・HoriヱOntal－

pFS′の概要を図4．13に示す．関数Lあ叫り古，∬‘）は矩形叫が座標∬‘をもつときの左

端のJ座標である．Horizontal－PFS′ではひ1，ひ2，…，V¶の順で再配置における矩

形の諾座標を決める．同じヱ座標を持つ矩形のヱ座標は同時に決まる・同じJ座

標を持つ矩形りi，…，りたのェ座標を決めるとき，移動距離はある特別な場合を除

いてひ1，γ2，‥・，γんにのみ依存する・これがPFSとは異なる部分である・ここで

はu‡，…，U鳥のご座標を決める方法について述べる・Ul，り2，‥・均一1のェ座標が

既に決まっていると仮定する．¶をPFS′によってりが霊方向に移動する距離

とする．後で述べる特別な場合を除いて，Horizontal，PFS′は7m（i≦m≦k）を

¶＋だmの最大値として決定する・（1≦J＜盲≦m≦ゐ）

特別な場合について述べる．Jmを，PFSにおいて町m（戎≦m≦た）が右に移動

した距離とする．PFS′では，矩形叫mが7mだけ移動することによって，叫mの

左境界が。座標の決まっているひm以外の矩形より左になるように置かれること

がある．このとき，配置面積はPf甘よりも大きくなる可能性があるため，この

ような場合に限って，移動距離として7mの代わりにPFSで用いられるJmを

用いることにする．

4．4．3　アルゴリズムの有効性

ここでは，PflS′が制約（1），（2）を満たし，P曹S′による配置面積がPFSによる

配置面積以下であることを示す．

宛と訂品をそれぞれPFS，P甘S′を実行した後の月の配置とする・ごi，∬；，埠

をそれぞれ初期配置，灯ら，碓における叫の∬座標とおく（1≦盲≦乃）・Pf引こ

おける叫の∬移動距離彿は，

J‘＝　ゐ＋∂1＋・・・＋∂ト1

∂‘＝（

O if盲＝00r勘＝勘｛1

max（0，∫≦叢謁≦れ鳥－J）軸＜叫1

＝は勘＝ごmを満たす最小のmである・一方，PFS′における机の移動距離7盲
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は以下のように計算する．

王′＝葦鐙（¶＋蔦）

7；＝〈

JfifL摘（明，ご‘）＋7；′＜怒肋d（り，勺＋¶）

7ご′　otberwise

7i＝　既7m

Jは∬i＝∬mを満たす最小のmである・

【補題叫すべての申≦哀≦陀）について，（a）J‘≧7；′および（b）訂；≧∬rが成

り立つ．

（証明）壷に関する帰納法で証明する・まず・∬1＝諾‘である盲について，¶巨＝

J；′＝グi＝0が成り立つ・故に・∬；＝勘＋J‘＝勘＋7‘＝ギが成り立つ・町‥，ごた

を同じ正座標を持つ最大の列とする．j＜Jであるjについて・∬；≧エア・すなわ

ち，り≧¶と仮定する・∫≦£≦たであるすべての‖こついて・勘のご座標はす

べて等しいので，7i＝7JおよびJi＝qが成り立つ・よって・J∫≧¶を示せば

十分である．

J≦盲≦たである壱について，

7ご′＝程デ紳メ＋瑞）≦琵誇（り＋瑞）

が成り立つ．坤よび鳥ゴをそれぞれ・ごち＝りおよび叫＝舅を満たす最小お

よび最大の添字とおく．

だm≦都び・m
≦Jj≦逓‰′≦n芳，m一　ぐ・●たj＜m）

≦max（0，抽・簑‰・≦れガ〆）

＝　転

Jj≦Jんjより，（れ≧刑≦盲≦た）であることを示す・

7；′≦葦汚（り＋帯）

≦葦詩（り＋∂たメ）
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≦程誇（Jた∫＋∂たメ）

≦Jち＋1

J‘≧7ご′より・グf≧7gが成り立つ・J′＝‥・＝Jたより・7‘＝∫翫7L≦

∫莞急げ爪＝のである・よって・芳；≧∬；′が成り立つ・　　　　　　口

【補題4．4】宛および汀芸は次の式を満たす・

l砿（宛）≧l仇（汀芸）かつl亀（町長）≧Ⅵ㌧（汀芸）

（証明）勒（町長）≧l穐（塙＝こついてのみ証明する・汀長の左境界をなす矩形をり∫′・

右境界をなす矩形を町とおく．同様に，訂芸に対しても，町′，”r・′を定義する・こ

のとき，

J晩′（町）≦J肪′′（町′）かつ

両んら．（町）≧　rゎんレ′（町・）

を示せば十分である．

勘′′＝∬1ならば，¶′′＝JJ′・＝0である・このとき，鱒訂′（町）≦榔訂′（町）＝

J晩．′（り∫′一）が成り立つ．町≠才1の場合を考える・矩形叫・′は同じ∬座標を持

つ矩形叫′．，‥・，恥．の中で最も幅の大きいものである・Jm戎陀′′をPFS′がq（盲＝

1，…，JJ′′－1）を決めた後の変数Jm豆氾の値とおく・J晩・′（町′）≦棚オ・・（町扁㌦）よ

り，PFS′はLb扇（叫り町）＋7；f．＜Lあ花d（ひJmin・′，∬Jm；れ′′＋・軋‘れ′′）であることを検出

し，¶′．＝♂∫．・とする．これにより，坤訂．（叫′）≦榔汀・（町′＝J吼′′（明・・））である・

補選4．3より，吻妬．（ur′′）≧痩兢．．（町′・）が成り立つ・よって，両兢・（町′）≧

吻妬′（叫′′）≧均扇町′′（町・′）である・　　　　　　　　　　　　　　　　□

次に，アルゴリズムPFS′による再配置が2つの制約を満たすことを示す．

【補題4．5】任意の2つの矩形牒，Uj∈月（盲≦J）に対して，¶－¶≧島が成り

立つ．

（証明）勘＝勺ならば，7‘＝乃かつ島＝0であるので，与式は成り立つ・

ェ‘＜才Jの場合を考える．仁およびたをそれぞれ，∬－＝∬Jおよび∬鳥＝勺を満た
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す最小および最大の添字とおく．J≦m≦たであるすべてのmに対して，

7ニ＝諾絡（7i′＋芹m）≧7‘＋帯

が成り立つ・補題4・3より，党≦Jmが成り立ち・更に¶＝′豊島7Lかつ亮＝

（Jmまたは7エ）である．よって，7£≦¶であるから，¶≧7J＋塞が成り立つ・

【補題4．句アルゴリズムPFS′は直交順序を保存する（制約（1））・

（証明）∬‘＝∬メならば，∬；′＝諾gが成り立つ・ここでは∬‘≠勺の場合を考える

が，一般性を失うことなくご‘＜勺と仮定してもよい・補選4・5より，¶－7‘≧島

が成り立つ．島の定義より，£‘≦舅＋鳥・よって，

∬；′＝勘＋7‘≦ご‘＋領一帯≦勺＋¶＝エア

が成り立つ．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　口

査＜jである2つの矩形明，申こ対して，補題4・5および島の定義より，PflS′

による配置は制約（2）を満たすことが言え，次の補選が成り立つ・

【補題4．7】アルゴリズムPflS′は矩形の非交差を保証する・

以上より，次の定理が成り立つ．

【定理4．8】PflS′は時間計算量0（乃2）で再配置を行い，再配置後の矩形の配置は

制約（1），（2）を満たし，配置面積はPFSによる再配置後の配置面積以下である・

4．4．4　配置例と実験結果

まず，ある矩形集合月とその配置訂月に対するPf、SとPFS′の配置例を示す・

図4・14（a）は元の配置汀月，同国（b）（c）がそれぞれPis・PFS′実行後の配置宛で

ある．

更に，ランダムに生成した矩形集合に対してPftSおよびPFS′を適用する実

験を行った．実験にはSnnUltra－2を用いた．図4．15に実験痕果を示す．初期配

置は，200×200の範囲にランダムに矩形を配置したものを用いる・同園（a）は，

横軸に矩形の個数を取った場合のPFSに対するPf、S′の面積比である・矩形サ

イズは一辺が50～100の範囲でランダムに選んだものである．これらの値は，
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（a）元の配置訂月

一二＿＿－‾三∴‾‾‾

煎。□』折。
（b）PFSの結果

弓］

「言

・－・■・－
‡

□妻

（c）PFS′の結果

図4．14アルゴリズムの実行例（m＝30）
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図4．15実験結果
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50の矩形集合を独立に作成して実験し，結果の平均値を取ったものである・実

験に要した計算時間は，50回の試行に対していずれも1秒以下である．この結

果よりPf甘は，特に矩形の個数が多い場合に対して，PFSによる配置の面積の

15～20％の面積で再配置できることがわかる．同国（b）は，横軸に矩形サイズ

を取った場合のPf馴こ対するPflS′の面積比である．矩形の個数を50，矩形サ

イズは一辺が（値）土10の範囲でランダムに選んだものである・このことから，矩

形の個数が同じ場合には，矩形のサイズの変化は余り影響しないことが言える・
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第5章結論

本論文では，グラフの描画問題について根付き木に関する描画問題および一般

無向グラフの動的描画問題を取り上げ，それぞれの問題の計算複雑度について考

察した．

まず，根付き順序木の描画問題として，木構造図の描画アルゴリズムを取り上

げた．再描画の際に部分木の輪郭を用い，その上の頂点に付随させる痛報を工夫

することにより，文献［42】のアルゴリズムと同じ描画をより効率的に求める方法

を示した．ある定数。が存在してすべての菓のぴid晦がc以下である場合，本方

法の時間計算量は0（れα（れ，m））である（mは節点数）・

次に，根付き非順序木の描画問題として，最小幅描画問題を定義し，制約のい

くつかの組み合わせのもとで，整数座標系，実数座標系のどちらを用いる場合で

もNP完全であることを示した．掛こ，整数座標系を用いるときには，各節点の

子の数が3以下の木に限定してもNP完全となる場合があることを示した・

最後に，一般無向グラフの動的描画問題として，矩形の最小面積再配置問題を

取り上げた．ここでは，直交順序を保存する矩形集合に対して，妬形が交差しな

い最小面積再配置問題を定義し，この間題が整数座標系ではNP完全であること，

実数座標系ではNP困難であることを示した．更に，矩形の非交差を満たす面積

最小化のための発見的再配置手法の一つとして，文献【24】のアルゴリズムと同じ

漸近的時間計算量で，面積が小さいか等しい再配置を求める方法を示し，実験に

ょって多くの場合に本手法による再配置の面積が小さくなることを確認した・

本論文では，与えられた制約を満たす最小幅および最小面積の描画を得る問題

の計算複雑皮について考察した．この他，実際に描画を得る上では“描画の見や

すさ”を評価することも重要である．しかし，描画の見やすさを評価するという

アプローチは描画の制約条件を如何に決めるかに依存するだけでなく，ユーザの

認知にも依存するため，理論的な評価を行うのは困難な部分である・そのため，

ユーザの認知に適応する，制約条件および評価基準の制定が不可欠である・更に，

ほとんどの場合はNP困難であることが予想されるため，より良い発見的アルゴ

リズムの開発が今後の課題となる．
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