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相互結合型ニューラルネットワークによる

2次割当て問題の解法＊

新妻弘崇

内容梗概

組合せ最適化問題のニューラルネットワークによる解法としては，ボルツマン

マシンによる解法がある．この一種の確率的探索手法は計算スピードが非常に遅

いため，平均場近似と呼ばれる近似手法が良く用いられる・しかし，この近似によ

り決定論的ダイナミクス，いわゆる力学系となるため確率的探索と違い，局所最適

解からの脱出が困難となる．この局所最適解からの脱出を行う為に，カオスニュー

ラルネットワークを使う手法が提案されている．カオスニューラルネットワーク

とは，非線型な演算ユニットである各ニューロンに自分自身への負の再帰的入力

を加えることで，カオスを生じさせる手法である・このカオスが長い時間相関を

持つような乱数の役割を果たし，局所最適解からの脱出が可能になる・

本研究では，組合せ最適化問題でも，特に2次割当て問題に注目する・2次割当

て問題，巡回セールスマン問題，Ⅳ－Queen問題等を解くニューラルネットワークで

は，解の表現に共通した特徴をもっている・具体的には，解の表現においていくっ

かの変数の和が一定になるような制約条件が存在する・前述の平均場近似を使っ

たアプローチでは，これらの制約条件は制約条件を表現するペナルティ項を目的

関数に加えることにより，制約条件が満たされやすくなる様にする手法がしばし

ば用いられてきた．しかし，この方法は制約条件を満たすとは限らないために，本

来の組合せ最適化問題の解の候補にならないような非解をしばしば導いてしまう・

そこで，全ての制約条件を変数に明に入れることにより，ほぼ制約条件が満たさ
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れるようにした手法である2重制約ネットワーク（doublyconstrainednetwork，

DCN）が提案され，良い解を得ている・

本研究では、新しいニューラルネットワークに基づく組合せ最適化問題の解法

新たに捷奏する手法の1つは，カオスニューラルネットワークによる解法で，カ

オスによる非平衡探索がより良く機能するための手法である・目的関数がより平

坦になるような，その結束目的関数の曲率行列の固有値が平均化されシステムは

どの方向にも動きやすくなるような，座標変換を行うことにより，カオスによる非

平衡ダイナミクスがより多くの局所最適解を探索できるようにする・本研究では，

この座標変換の手法をDCNのカオスバージョンに対して適用した・本手法の有

効性を確認するために津規模の2次割当て問題に応用した結果，より多くの局所

最適解を探索でき，より良い解を得ることが出来ることが分かった・

提案する2つ目の手法は，入－Optヒューリステイクスのアナログ版に基づく手法

である．入－Opセヒューリステイクスとは，齢表現する順列ベクトルの畑の要素

に鮒る置換操作を行うことで，解の改善を行う手法である・この人－Optヒューリ

ステイクスをニューラルネットワークを用いてアナログ的に表現し，従来の入－Opt

ヒューリステイクスよりも，遠距離への探索を少ない計算時間で実現できるよう

にした．この手法は，DCNに対して新たな制約条件を加えた手法とみなすことも

できる．この手法（入－DCNと呼ぶ）を2次割当て問題の標準的ベンチマークの集

合であるQAPLIBのベンチマークに適用して計算機実験を行った結果，いくつか

のベンチマークに対しては今までチャンピオンであったアルゴリズムよりも良い

解を得られることがわかった・また、その他の比鮒大規模な（Ⅳ＝帥～150）2

次割当て問題に対しても，入－DCNは今までのチャンピオンアルゴリズムとほぼ同

程度の近似解を計算できることが分かった・さらに入－DCNに内点法の考えを部

分的に導入した入－iteriorDCNも提案した・入－iteriorDCNは，畑以下の要素の

置換操作を考える手法である・すなわち，設定された入の値よりも少ない要素の入

れ替えを行われた順列が最適解である時に有効な手法である・計算機実験の結果，

入＿itedorDCNは入一DCNよりも，さらに良い近似解が求められる傾向があること

が分かった．
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本研究で主に扱うニューラルネットによる組合せ最適化問題の解法は，行列演

算を多用するアルゴリズムである．■これらの行列とベクトルで表現された問題を，

いくつかの部分空間上の問題に分割することができるならば，アルゴリズムの高

速化を行うことができる．行列で表された問題を，部分空間上の問題に分割する

際に有用なものとして，ジョルダン標準形やスミス標準形などがある・ジョルダン

標準形はその特性行列のスミス標準形から導くことができる。一方，安定化理論

は，数式処理アルゴリズムを浮動小数を使って近似し，高速化する手法であるが，

浮動小数近似を安定に行う時に必要な浮動小数桁数を理論的には与えない・本研

究では，安定化理論を使いスミス標準形を近似的に求める時に必要となる浮動小

数桁数の実験的な見積もりを行った．結果として，近似に必要となる浮動小数桁

数は行列の大きさと共に指数的に増加していくことが分かった・

以上の研究により，ニューラルネットワークによる組合せ最適化問題の解法で、

より良い近似解を計算できるようになった．本研究で提案した手法は，原理的に

DCN以外のニューラルネットワーク手法にも適用可能であり，多くのニューラル

ネットワーク手法を改善できる可能性がある．これらの手法は，比較的大規模な

組合せ最適化問題を確率的手法を取り入れることにより，実用的な時間で扱える

手法でもある．また，ニューラルネットワークと数式処理の融合に必要と考えら

れる基礎的研究を行った．

キーワード

非線型最適化，2重制約ネットワーク，2次割り当て問題，A－Opt，カオスニ土－

ラルネットワーク，安定化理論
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Recurrentneuralnetworks

brquadraticassignmentPrOblems＊

HirotakaNiits11ma

BoltzmannMachineisaneuralnetworkmodelhrsoIvingcombinatorialop－

timiationproblems・ThismethodrequueSalotofcomputationaltimebecause

it由Statistical・AmeanfieldapproximationimproveSth拍ethodbymaking

thesystemdetermhistic・Thedeteministicmethod，Ontheotherhand・C弧nOt

escapehomlocalminimabyitself・Then，aChwsneuralnetworkkproposedin

Thisthesisstudiesrecu汀entneuralnetworkmodelsthatsoIvecombinatorial

optimidionproblew・Inp血iculN・WedealwithquadraticusignmentprO♭

1eⅣ（QAPs）asoptimizationproblems・QAPsareverydiacultcombhatorial

problems・AsolutionofaneuralnetworksolvingQAPs，七rwe血gsalesp即帽On

problemsandN－QueenprOblemsh脚eaCOmmOnfeature，namely，therearec9n，

stmintsthatthesumofvariablesshouldbeaconStant・Iftheseconstraintsare

treatedasapenaltytermWhichisaddedtotheobjectivefunctionofthecom－

binatorialproblem，thesystembecomestOfindpoorsolutionsespeCial1ywhen

theproblemscaleislarge・Inamodelcalleddoublyconstrmiednetw9rk（DCN）7

theseconstraintsareautOmatical1ysatisfied，andconsequentlyobtainedsolutions

「応訴血m血Proc血g，Gr抽出eS血00lofb払m血n
sciace，NqahstituteofScienceandTbdlndogy7NA即一IS－DT9661022，J弧uary8，1999・

1V



WeproposenovelneuralnetworkmodelsthatsoIveQAPs・Thesenewmodels

arederivedfromDCN．Wecal1thesemethodsMDCN，l－DCNand・＾－interior

DCN．

MDCNisanonlinearoptimizationmethodbasedonacombinationofchaotic

dynamicsandacoordinatetransformation・Inthismethod，thecoordinatetrans－

formationmakestheeigenvaluesofthecurvaturematrixfortheobjectivefunc－

tion，definedfbreachoptimizationproblem，Small・Then，theobjectivefunction

becomesflatsothatthechaoticdynamicsisabletosearthhrfeasiblesolutions

overawidedomainregion．MDCNisappliedtoQAPbenclmarkproblems・As

aresult，OurneWmethodachievessolutionimprovements・

入－DCNisaneuralnetworkapproachbasedon入－Optheuristics・Weapplied

入－DCNtorelativelylarge－SCaleproblemsinQAPLIB・Å一DCNiscomparable

tosomealgoritlmswhichcanfindthebestfbasiblesolution払rproblemsin

QAPLIB．Moreover，入－DCNcanObtainbetter＄01utionsthanthesealgorithms

fbrtwobenchmarkproblems・Wealsoinventedamethodcalled入－interiorDCN，

whichpartlycombinesaninteriorpointmethodwith入－DCN・入－interiorDCNis

apttofindbettersolutionthan入－DCN・

Theabove－mentionedneuralnetworkmethodsareexpressedbymatricesand

vectors．Iftheseproblemswhicharedescribedbymatricesandvectorsdecompose

intosubspace，theproblemsaredecomposedtoseveralsmallsubproblemsand

thealgorithmcanbemuchfaster・Inparticular，WefocusonSmithnormalhrm・

Thestabili祖tiontheoryisoftenusedtocomputeSmithnormalform・However，

thetheorydoesnotestimateanuPperboundofthecomputationalerrorforstable

computation・Then7WeeXperimental1yestimatedtheupperboundinspecialcase・

Inconclusion（1）weproposenovelneuralmethodsthatsoIvecombinatorial

optimizationproblems；（2）someproposedmethodscanObtainbettersolutions

ofQAPsthanpreviohschampionalgorithms；（3）inordertodecomposeaproblem

expressedbymatricesandvectors，theupperboundofthecrrorrealizedbythe

stabilizationtheoryisexperimenta11yestimated・
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nonlinearoptimkation，doublyconstrainednetwork，quadraticassignmentprOb－

1em，入一Opt）Chaoticneuralnetwork
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1．序論

1．1　最適化問題

本研究では最適化問題の解法を扱う．多くの最適化問題は次の式で記述できる・

minimizeJ（x）subjectto9i（x）≦0（x∈Rn，i＝1，2，3・・・）（1・1）

式（1．1）は不等式制約条件の下で記述されているが，等式制約条件は複数の不等式

制約条件で記述できるため省略してある1．J匝）およびg（∬）が線形の場合，この

間題は容易に解くことができる・等式制約条件のみしか現れない場合には，ラグ

ランジュの未定係数法が多く用いられる・しかし，ラグランジュの未定係数法は，

非線形な最適化問題を非線形な代数方程式へと変換する手法であるため，特に大

規模な問題に対しては，常に有効な方法とは限らない・

不等式制約条件を含む問題の一般的な解法としては，制約条件付きの問題を制

約のない問題の列に変換して逐次的にこれを解く変換法と呼ばれる方法がある・

変換法の例としては，ペナルティ関数法がある・ペナルティ関数法では，制約条件

を満たさない点∬≠ダ（以下，制約条件で表される領域をダと表す）に対しては非

常に大きな値をとるような項（これをペナルティ項と呼ぶ）を最小化すべき目的

関数′匝）に加えて，拡張された目的関数　＿

f（∬；ま）＝〆せ）＋紹（∬） （1・2）

を作り，この∫を最小にするような制約ゎない問題を解く・ここに，G（ヱ）はペナル

ティ項であり，fはスカラーのパラメーターである・この壬を変化させながらJの最

小化を繰り返し行ない，原問題の最適解∬0へ収束させる・具体的には次の2つの

方法がある．

●外点法

図1のように，G（∬）を〇∈ダならば0で，ご≠アならば正の（大きな）値をと

る∬の連続関数とする．このとき，た→∞とともに無限大に発散する単調増

1九（∬）＝0という制約条件は九回≦0，九回≧0という2つの不等式制約条件で記述できる

1



Gは）

図1外点法のペナルティ項

加数列（町こ対応して式（1・2）の関数の最小化を行なえば，その畔（た））

は適当な条件のもとで∬0に収束する・

図2のように榊）をJが叩内点ならば非負の値をとり，∬がダの卵上

の点ならば蝉大となる∬の連続関数とする・このとき，た→∞とともに

0に収束する単調減少数列岬｝対応して式（1・2）の関数の最小化を行なえ

ば，その解（押）は適当な条件のもとで∬0に収束する・

外点法は可能領域の外部から，また内点法は可能額域の内部から此収束さ

本研究では主としてニューラルネットワークによる組合せ最適化問題の解法を

扱う∴の手法は，離散的な問題である組合せ最適化問題を式（1・1）の様な連続な

最適化問題に変換し，この連続な問題を解くことで組合せ最適化問題を解く手法

である．したがって，その連続な問題を扱うためにここで説明したような，内線

ラグランジュ未定係数法などの考え方が使われる・
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G（X）

図2　内点法のペナルティ項

1．2　ニューラルネットワークによる組合せ最適化問題の解法

神経細胞のモデルとしてMcMo血とn触囲は，次の鱒なモデ／レを提案した・

榊＋1）＝0（∑叫J榊卜拘）　　　　　（1・3）

榊）は1，0の債をとる2値変数であり，盲番目のニューロンが時射で発火する状態

を榊）＝1で表現し，発火しない状態を榊）＝0として表現している・時剛は，

1つの演算プロセスが終わるまでを1ステップとする離散的な時間f＝1，2，3，4…

とする．㊤は次のようなステップ関数である・

㊤（〇）＝1（ヱ≧0）

0（それ以外） （1．4）

叫Jは盲番目のニューロンと滞日のニューロンをつなぐシナプスの強さを表して

おり，正と負，両方の値を取ることができる・正の償をとるシナプスは興奮性，負

の値をとるシナプスは抑制性のシナプスに対応している・Ⅷりが0の場合は，宜番

目のニューロンとJ番目のニューロンをつなぐシナプスが存在しないことを示し

ている．式（1．3）は，「虐番目のニューロンが発火するかどうかは，多くのニューロ

3



ンからシナプスを伝って入力される信号の紳＝ブWi，灘）によって決まる」と

いうモデルを表している・刷番目のニューロンの発火のしきい値である・

式（1・3）のモデルを次に行うの齢のために，ニューロンの状態を筑＝1，0で

はなく，Ji＝1，－1の2値で記述するモデルに書き換えてみる・

の（f＋1）＝＝Sgn（∑叫咋（t）一β盲）
（1・5）

ここで

という変数変換を行った・島＝1がJ重＝1に，筑＝0がの＝－1に対応している・

β＝恥－∑j叫Jであるが，簡単の為に銭＝0とする・つまり，

頑汗1）＝呼（∑叫J項））　　　（1・6）

の繰り返し計算を考える・すると，式（1・6）のモデルは，次の関数晦の値を常に

小さくする方向にクiの値を更新するモデルとなる・

β。わj＝一∑瑚叫

式（1・6）の演算の結私の値が更新されず1α直1）＝J㈹となるならば，関数

恥の倦も変化しない・したがって毎什1）≠q（t）つまり抽＋1）＝－刷の場

合を考える・ここで，一回の演算プロセスで変化するニューロンは♂‘のみであり，

の以外のニューロンり（砂）の値は，演算の前後で変化しない点に注意する2∴

β。もj（坤＋1））一助詭嘲）＝－＝・岬（出）Jj（申∑岬（棚）
ブ≠i j≠豆

おi（壬）∑叫り勺（舌）

おi（り∑軌㌦拍）－2瑚
（1・8）

2このように，一回の演算プロセスで1つのニューロンのみの値を更新する手法を，非同期型

ニューラルネットワークと言う・一回の演算プロセスで全てのニューロンの値を餅する手法を，

同期型ニューラルネットワークと言う・
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と計算できる．式（1．8）の最後の行の第1項は負の値となる▲なぜならば，伊豆（什1）＝

－Ji（f）となるためたは，式（1・6）においてJ盲（電）と∑j叫Jり（ま）の符合が異なってい

なければならないため，2つの符合が異なるものの積♂i（電）∑jひ寝ロゴ（ま）は負とな

るからである．式（1．8）の最後の行の第2項w緑は五番目のニューロンが自分自身

に与える影響を示す項である．この項は，W豆j≧0とすると3，常に負になる・した

がって，式（1．6）の繰り返し計算は，・常に式（1・7）の関数且瑚を小さくするか譲数

のの値の更新をしないかのどちらかであることがわかる・つまり，式（1・6）の繰り

返しが収束すると，関数β砺の極小点を求めることができる・

組合せ最適化問題を2値変数Ji＝－1，1の関数である式（1・7）のg咄の最小点を

求める問題として記述できるならば，式（1．6）の繰り返しを行うことで，その組合

せ最適化問題の局所最適解の1つを求めることができる・これがこ云－ラルネッ

トワークによる組合せ最適化問題の近似解法の基本である・このような関数恥

を以下で目的関数と呼ぶ．

しかし，式（1．6）の繰り返し計算は，最適化問題のあまり良くない局所最適解に

収束してしまう場合がある．これを避けるために，システムの挙動を確率的にし

由→♂；）＝朗－△鞍）＝志　（1・9）
△且噸＝＝丘あ（〆）－‰j（J）　　　　　　（1皿）

ここで拶（J‘→卿ま，J‘の値が変化する確率を示す・つまり，♂壱＝1ならばJ豆＝－1

へ変化する確率，Ji＝－1ならばの＝1へ変化する確率をまとめて表記してい．る■

以下，本論文では，状態「・」が生じる確率をp（・）で示す・△‰∫は，Jiが変化した場

合の目的関数恥の変動量を示す・βはパラメーターである・図3に関数カトェ）

の形状を示す．関数叔－ご）は，パラメーターβが大きくなるほど式（1・4）のステッ

プ関数㊤（∬）に近づいていく・以0）＝0・5であり声＞0ならば以－∬）は1に近

い値をとるためJiが変化する確率が高くなる・逆に諾＜0ならば以ご）は0に近

い値をとるためJiが変化する確率が低くなる・∬＝－△β瑚であることを考える

と，式（1．9）のシステムは，目的関数恥の値が小さくなるような状態へ変化する

3p個の極小点を持つように関数昂瑚を構成すると勒＝p／Ⅳとなる・ここで〃はニューロン

の個数である
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1．6

1．4

1．2

1

丸山0．8
0．6

0．4

0．2

＝0．2

β≡言

0－3　－2　－1豊12　3

確率が高いシステムであると言える・βの値として非常に大きな債をとると駆

ステップ関数となるため，式（1・9）のシステムは，式（1・6）のシステムと等価なシ

ステムになる．つまり，変鮎を変化させると目的関雛が下がるならばJ舟削こ

変化させ，変数れを靴させると目的関数値が上がる場合には常にのを変化させ

ないような決定的システムとなる・したがって，式㈹のシステムは式（1・6）の

システムをさらに一般化したものであると言える・さらに，式（1・9）のシステムは，

目的関数恥として式（1・7）の形以外の一般的な関数晦を考えた場合にも同様

の議論から，関数晦の極小点を発見できるシステムであると言える・

1．2．1ニューラルネットワークとボルツマン分布

以下では，ニューロンの状態を記述する変数として，Ji＝－1，1ではなく烏＝0，1

を再び使うことにする・式（1・9）のシステムは，ニューラルネットワーク全体が，

状態β＝（β1，β2，β8…・）にある確率p（g）を，次の統計力学でボルツマン分布と呼

ばれる確率分布で与えたシステムと見ることもできる・

p（塵）＝eXp（一郎歳（卵）／Z

6
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p（g）は各ニューロンβ1，β2，み・‥がβ＝（β1，銭，烏・…）の状態にある確率である・

Zはボルツマン分布歯数の規格化定数で

Z＝∑e叩卜β‰j（g））
β∈C

（1．12）

である．Cは，可能な全てのニューロンの状態の集合C＝（gl，β2，g3，…）を表す・

このZは分配関数と呼ばれる．各ニューロンの状態を表す変数烏（豆≡1，2…・）

は統計力学とのアナロジーから，スピンとも呼ばれる・同様に統計力学とのアナ

ロジーから，パラメータβのかわりにr＝1／βというパラメータを使ったp（g）＝

班p（一旬（卵／r）／Zという表記法も使われる・このパラメーターrは，統計力学

とのアナロジーから温度と呼ばれる．ボルツマン分布（1．11）と，式（1・9）のシステ

ムとの関係を示すために，次の式を考える・

p（ち＝島村筑．＝1）＝p（筑＝哨＝島声）p（ち＝‰）・

＝p（筑＝1悔＝ち声）b（ち＝ち和島三1）

十p（ち＝g鱒，民＝0））（1・13）

p（ち＝良師藩＝1）は，宜番目のスピン銅ミ烏＝1であり，豆番目以外のスピン

ち0≠五）は全てち＝ちである確率を表している・p（ち＝ち和島＝0））も同様

である．p（ち＝島声）はスピン烏の値を指定しない（つまり，g盲＝1｝0両方の場合

を考えた）同様の確率である・p（烏＝11ち戸ざ彿）は，ち＝ち葬ということが決

まっている状態で，β‘＝1となる確率である．式（1・13）を次の様に書き換える・

p（筑＝1」ち＝ざ画）
〆ち＝ざ痢，β豆＝1）

p（ち＝ち村民＝1）＋p（ち＝ち声，烏＝0）
1

1＋ 〆ち＝点滴βi到）
〆ち＝ち声，秩＝1）

式（1．14）にボルツマン分布（1・11）を代入すると

p（烏＝11ち＝島ヵ）
1

1十
既p（一β。も・（g・＝点・iβi＝0）／r）

叩（一旦呵（鞍ギ挿藩＝1）／れ
1

（1・14）

1＋e叩（岬呵（ち＝ち掛筑＝1卜g砺（ち＝ち和島＝0））／r）

1＋e叩（△恥（ち＝ざ紳，筑＝0→1）／r）

7
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となる．ここで，β瑚（ち＝島≠壷，烏＝0），β0り（ち＝島≠ま，烏＝1）は，確率p（ち＝

島≠‘，島＝…（ち＝ち≠レ筑＝1）が表現しているのと同様の状態に対する目的関

△恥（ち＝島≠‘，矩0→1）＝恥（ち＝島≠豆，矩1ト晦（ち＝毎臣0）

であり，スピン筑が0の時と1の時の晦の差を表している・この式（1・15）は，

ち＝姉≠‘），矩0の状態から島が変化して臣1になる確率を表現してい

るとも解釈できる・スピン騨1から0へ変化する場合につV－、ても，同・様に考え

ることができる・そして7ニューロンの状態を筑で醜くので表現し，β＝仰の

関係式を使うと式（1・9）を導くことができる・

ボルツマン分布（1・11）にしたがうようにスピンを確率的に変化させて，目的関数

恥の最小点を探す手法は，ボルツマンマシンと呼ばれる・ボ′レツマン分桝，晦

が小さな値七なるスピンほど生じやすくなるような確率分布髄る・しかし，温

即が大きいと全てのスピンの確率は同程度となり，一方で温即が小さいと小

さな恥の値を持つスピン値が生じる確率が相対的に大きくなる・また，r→＋0

においては，目的関数を最′j、化するスピンの確率が1になる・したがって，温度0

の極限のボルツマン分布を実現できれば良いが，実際には無限の時間がかかるた

め，有限の温度がしばしば用いられる・・

ボルツ々ンマシンは，式（1・9）のシステムと同様に牒意の形の目的関数恥を

扱うことができる・本研究で特に興味がある，多くのNP完全（NP困斡な組合

せ最適化開削，以下の2次の目的関数軌りの最小化問題として定式化すること

ができる．

恥（g）＝芸gtw…β＝掛壷＋∑坑烏（1・16）

Ⅳ×順行列Ⅳと撒元ベクトルJは，記述したい組合せ最適化問題によって決

まる定数である．勒Jは摘目と揮目のニューロンをつなぐシナプス結合の強

さ，碑番目のニューロンの発火しやすさを記述するパラメータと見ることも

できる．なぜならば，式（1・9）のシステムをJ豆ではなく，スピン烏を使った表記に

8
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書き換えて，目的関数（1．16）を代入してみると

p（筑＝1）＝カ（【∑明Jち＋坑］）

p（筑＝0）＝1一蹴［∑昭Jち＋ム】）＝以－【∑昭，メち＋坑］）（1・17）

という式を導くことができる．導出は付録Aに示す．この式（1・17）と式（1・3）を比

較してみると，式（1．17）は式（1．3）に確率的モデルを導入して拡張したものになっ

ていることがわかる・また勒Jは盲番目とブ番目のニューロンをつなぐシナプス

結合の強さ叫Jに，坑は五番目のニューロンの発火しやすさを記述するパラメータ

拘に対応していることもわかる・

1．2．2　ポッツ平均場近似

確率的探索手法であるボルツマンマシンではボルツマン分布を実現する必要が

ある．これにはメトロポリス法などの手法があるが，一般に多くの計算時間を必

要とする．そこでスピンの期待値Ⅵ＝＜筑＞（0≦Ⅵ≦1）を平均場近似（Mean

掴dtb∞坊MFT）【5，2司を使って計算する手法が良く用いられる・次に，平均

場近似について説明する．

ボルツマン分布（1．11）は，次の自由エネルギー¢を最小にするような分布関数で

ある．

¢＝＜β吋＞一丁肯

ここで，＜β咄＞はβ砺の期待値であり，

＜居城＞＝∑p（g）g。わ（5）
g∈C

（1．18）

（1．19）

である．rは温度，茸はエントロピーと呼ばれる関数であり，次で定義される・

ガ＝一∑p（g）logp（g）　　　　　（1・20）
g∈亡7

自由エネルギー¢からボルツマン分布（1．11）は，次のように導ける・p（β）は確

率なので，

∑p（β）＝1
β∈C7

9
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でなければいけない・この制約条件の基で拷最小化するp（g）を求めるために，

次のラグランジュ関数を考える・

¢＋入（∑p（ざ）－1）

ここで刃古制約条件（1・21）を表すラグランジュの未定係数である・このラグラン

ジュ関数をp（g）で微分すると，次の停留条件を導ける・

月面（β）＋叩ogp（g）＋1）一入＝0

∑g∈Cp（g）＝1

（1．22）

（1・23）

この停留条件を計算すると，ボルツマン分布（1・11）となる・4

スピンとして，より拡張された次のようなベクトルのスピンを扱うことを考え

る．より具体的には，〟次元のスピンを欄並べたものである，Ⅳ×〟腰元の行

列のスピンを考える・つまり

g＝凪‥免1t　　　　　　（1・24）

である．ここでgl‥ふは，それぞれ〟次元ベクトルであり，各〟次元ベクトルの

要素で1の債を取るのは1つだけで，残り〟－1個の要素は0となる場合を考え

る－つまり　　　　芸5叩＝1　　　（1・25）

である．このようなベクトルを以下，スピンベクトルと呼ぶ・行那を抑スピ

ン行列と呼ぶ∴？スピンベクトル島＝（恥…，毎）は，組合せ最適化問題で，1

番から腐の要素の中から1つだけの要素を選択したい，という状況を記述する

ために使われる・このような，制約条件（1・25）を満足するようなベクトルのスピ

ンを扱うシステムは，ポッツスピンと呼ばれる・

制約条件（1．25）がある場合に，節1・2・1で行なったのと同様に｝ボルツマン分布

から式（1・9）のようなシステムを導出することを考えてみよう・制約鮒（1・25）

一碗小原理によると，最も生じる確率の高い状態は，自由エネ
ルギーの最小状態である・

10
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の結呆，スピンベクトルが「1番から〟番の要素の中から1つだけの要素を選択

したい」という状態を表現できるようになった．したがって，豆番目のスピンのみ

についての確率p（烏＝11ち＝ち≠j）ではなくスピンベクトルに対する確率

叱，乃＝p（見＝eれ虜＝ち如）　　　　（1・？6）

を考えることにする．ここでeれは，第れ要素のみが1で他の成分が全て0の単位

ベクトルである．以下，

琉　＝（叱，1，…，叱，〟）

Ⅴ＝　臍‥．冤］t

（1．27）

（1．28）

と表記する．叱，nはスピン行列の期待値にもなっている・

＜島，n＞去1×p（見＝eれ嶋＝長和）＋0×∑p（島＝emトち＝見知）

＝：p（免＝em虜＝名和）＝叱，れ　　　　　　　　（1・29）

叱，れはスピンベクトル免の状態に関する確率分布を表現しているため，次の制約

条件を満足しないといけない．

∑叱，れ三1 （1．30）

＜島，れ＞＝叱，nであるため，式（1・30）は制約条件（1・25）に対応しており，式（1・26）

の形の確率分布を扱う場合，制約条件（1．25）に対応した制約条件（1・30）は常に成

り立つ．

式（1，26）を

叱，れ＝p（β¢＝en虜＝名和）たp（島＝eれ）　　（1・31）

と近似する手法は，平均場近似（Meanfieldthory，MFT）と呼ばれる・この近似の意

味は，次のようなものである・＆＝eれとなる確率叱，れは，スピン5凸，1，…乱，〃が，α番

目のスピンベクトル以外のスピンベクトルのニューロンとも，シナプスで結合して

いるため，‰，1，…βα，Ⅳの値のみでは決められない・つまり，叱，れ＝p（免＝enlち＝

島≠血）となるが，このα番目の以外のスピンベクトル免，…，免－1，㌫1，…，如ゝらの

11



影響を，平均化してしまい，丸…ふ，免＋1，…，見の値に依存しない確率p（乱＝

en）で近似しているのである・この平均場近似の結果，この欄のスピンベクトル

に対する確率分布が，それぞれ独立であると近似できるようになる・つまり，

p（g）彩口㌫p（鳥）　　　　　（1・32）

式（1．9）のシステ埴ボルツマン分布から導くことができた・ボルツマン分

柵自由エネルギーを最小とするような確率分布であった・同様に，自由工如

ギーを最小とするような式（1・9）に対応した確率分布仇，れを，次に求める・

行列で表されたスピン絶佳い，恥をより一般的な次の様な形で定義すること

にする．

恥（g）＝妄gtⅥ′…g＝接紳諦＋∑J8免（1・33）

平均場近似（1．32）を使うと，式（1・33）で定義された恥の期待値＜恥・＞を，次

の様に計算できる・

＜E。bブ＞ ∑p（g）且咄（g）
5∈C

得妄‥・妄（去孟軌gゎ＋∑J¢礪1細）

彩∑｛＝Ⅲ榊p（gc）｝｛妄言（芸机掴刷｝

・∑｛＝Ⅲ房踊）｝｛妄（紳叫町兢鱒）｝¢（β。l摩α†

鳥褒Ⅴ訂Ⅳ誹＋刷）

母妄vrⅣⅤ＋JV≡則り

ここで帆；。＝0を仮定した・以下，上式の最後の行の式を引Ⅴ）と表すことに

する．
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同様に，エントロピーガも計算することができる・

ガた－∑∑p（gα）logp凧）た－∑∑ン‰log呪陀
匹1g。　　　　　　　　　匹1れ＝1

以上の計算から，自由エネルギー¢は次の式で計算できる・

¢彩β（Ⅴ）十r∑∑‰logl克，n
α＝＝1れ＝1

（1．3り

（1・3り

この近似された自由エネルギーを最小化するようなスピンの期待値Ⅴを求めるこ

とで，目的の式（1．9）に対応した式を求められる・行列Ⅴは式（1・叫の制約条件を

満たさないといけない．その様なⅤの値は，次のラグランジュ関数についてのラグ

ランジュの未定係数法で求めることができる．

エ＝β（Ⅴ）＋r∑∑‰log‰＋∑克（∑呪n－1）
α＝1n＝1　　　　　　　　　α＝1　　れ＝1

（1・37）

ここで‰（α＝1，…，Ⅳ）はラグランジュの未定係数である・このラグランジュ関

数の停留条件は，次のポッツMFT方程式【叫と呼ばれる方程式となる・

打。＝－∇Ⅴ。β咄（Ⅴ）

Vu＝
exp（打¢／ア）

∑監1e叩（軋m／r）

（1．38）

（1．39）

ここで∇γ8β勅（Ⅴ）は恥（Ⅴ）のべクト′巧′αの各要素に対する恥（Ⅴ）の偏微

分を表している．これで，目的の式（1．9）に対応した式を求められた・この方程式

の解は，自由エネルギーを最小化するようなスピンの期待値であるが，温度が小さ

い場合，自由エネルギーは恥とほぼ同程度の値となる・したがって，温度が小さ

い場合に，この方程式を解ければ旬を最小とするようなスピンの期待値が求ま

る．このようなポッツスピンを扱うシステムを，ポッツスピンモデルと呼ぶこと

にする．

式（1．3軋（1．39）の解は，次の連続時間のポッツスピンモデルを使って求めるこ

とができる．

T‰＝　一札れ＋∑明叩動m陥卿＋んれ
b，m
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【

l

、

・：

ー仇，れ　＝ん（Uα）≡
exp（払，れ／r）

∑mexp（払，m／ア）

－　ふ．”l

ここで仇，巾≡恥／d律ある・摘時間を表す・丁は時間についてのスケーリング

パラメーターである・この時開発展システムは¢≦0つまり常に自由エネルギー

を減らすシステムであることが証明できる・したがって，式（1・40），（1・41）の時間

発展を追っていけば，式（1・37）で定義されるラグランジュ関数の停留点を求める

ことができる．なお〟＝2の場合に（1・40），（1・41）は，特にアナログHop丘ddモデ

ル【11】と呼ばれる・

1．2．3　カオスボッツスピン

式（1▲40），（1・41）で記述される系はネ≦0であるため，戊固定点アトラクタで

ぁる局所最適解に収束してしまうと，そこから脱出してより良い解を探索するこ

とができない．そこで，局所最適解からの脱出の為にカオスを用いる手法が提案

された．次に，そのカオスを使った手法について説明する一

式（1．38），（1・39）の時間発展を，オイラー法による差分方程式から求めていく場

合を考える．その場合の各変数の時間発展硯次の様に記述できる・

‰（り＝柑叩（ト1）十（1一項∑明両，m鴨，m（ま－1）＋ん，れ）（1・42）

叱，れ（電）＝ん（打α）

ここでた＝1一叫丁である・摘離散時間であり，如はオイラー積分における連続

時間の時間間隔である・この力学系は仇仰＞0とすると，カオス的振る舞いを

することがある・このカオス的振る舞いを使い，局所最適解からの脱出を行うの

がカオスポッツスピン囲である・カオスポッツスピンは，カオス的特性を持ち

っっもポッツスピン系の自由エネルギー最小化の特性により，自由エネルギーの

′」、さな状態になりやすい傾向をもっている・従って，局所最適化としての特性と

ヵオスによるランダムサーチの特性を併せ持つ手法であると言える・
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1．3　2次割り当て問題

本研究では、特に組合せ最適化問題の中でも2次割り当て問題に注目する・本

節では2次割り当て問題について説明する・

2次割当て問題（QuadraticassignmentproblemQAP）【6］は，非常に難しい組

合せ最適化問題として知られている．QAPはNP一因難な問題のクラスに属する・

QAPをうまく表す例の1つとして，工場配置問題がある・工場配置問題とは，コ

ストを最小とする様な工瘍の配置の仕方を探す問題である・コストは，それぞれ

の工場の間でやりとりされる部品の流量と，工場が配置された位置間の距離の積

を，全ての工場と位置の組合せに対して和をとることで与えられる・巡回セール

スマン問題（TSP）や，最大クリーク問題などの多くの組合せ最適化問題は，この2

次割り当て問題の特殊で実質的に席単な場合である・

p，Cを，それぞれ位置間の距離，工場間の流量を表す（Ⅳ×Ⅳト次元行列とする・

大きさ〃（工場の数に相当する）の2次割り当て問題は次で定義される・

mi拓沌∑∑♪8，♭G（巾（あ）
α＝1わ＝1

（1．44）

Ⅲは集合（1，2，．‥，Ⅳ）上の順列の集合，巾）は順紬∈Ⅲのα番目の位置に配置さ

れた要素を表す．工場配置問題の場合は，位置αに工場汀匝）が配置されることに

対応する．

QAPの厳密解を求める手法としては〃≦1摘度の小規模問題については，分

枝限定法による手法が有効であるが，〃≧15の中から大規模のQAPに対して厳

密解を求めるのは困難である．したがって，近似解を求めることが実用上重要で

ある．

良い近似解を求められる手法としては

●シミュレーテイッドアニーリング

●遺伝的アルゴリズム

●タブーサーチ法

などの，いわゆる「メタヒューリステイクス」と呼ばれる手法がある・

15



本研究では，ニュ丁ラルネットワークに基づくQ鮮の近似解法を提案する・本

研究で提案したアルゴリズムの実用性の検討のために計算機実験を行うが・，実験

で使用したベンチマークは，Q鮮に対する標準的なべンチマークの集合である

Q鮮LIB囲のベンチマークを使う・

1．4　2圭制約ネットワーク

TSP，Q鳩Ⅳ・伽槻問題等を解くニューラルネットワークは共通した柵を

もっている．具体的には，いくつかの変数の和が一定になるような制約条件が存

在する∴れらの制約条件は変数に明には入らず，弱い制約として扱われること

が多い．弔い制約とは，制約条件を表現するペナルティ項を踊関数に加えるこ

とにより，制約条件が満たされやすくなる様にする方法である・しかし，この弱い

制約を用いたシステムは，本来の組合せ最適化問題の解の候補にならないような

非解をしばしば掛→てしまう・全ての制約条件を強い制約として扱う，すなわち，

変数に制約を明に入れることにより7ほぼ制約条件が満たされるようにした手法

である2重制約ネットワーク（doublyconst血dn如Ork，D叩囲を，これま

でに提案し，良い解を得ている・

ここではD仰の説明を行うがその前に，ポッツスピンモデルでのQ肝の解法

について説明する．ポッツスピンモデルでは，式（1・叫の問題を式（1・叫で定義

されたスピン行列を使って次の様に表現する・

‰＝1（順帥のα番目が陀）

0（それ以外）

このⅣ×〃一次元行列は，式（1・24）で定義されたスピン行列の特別な場合である・

この行列を，以下で配置行列と呼ぶことにする・

配置行列は，順列をスピンで表現したものであるため

∑g叩＝1（m＝1，…，Ⅳ）
α＝1

∑軋れ＝1（α＝1，・‥，Ⅳ）
m＝1

16

（1・45）

（1・46）

寸

ト



という制約条件を満たさないといけない．式（1．45）は，要素mが順列中に1回し

か現れないことを示す制約条件であり，式（1．46）は，順列の同じ場所に複数の要素

が入らないことを示す制約条件であり，式（1．25）で〟＝Ⅳとする場合に相当す

る．すなわち，この制約条件はポッツスピンについての制約条件（1・25）に新たな

制約条件（1．45）を加えたものである・

配置行列を使うと，式（1．44）は次の様な目的関数の最小化問題と定義される・

恥（g）＝三豊仇，廟‰，乃晶，m　　（1．47）
2

ここで－仇，れ；b，m＝刀血，ふ㍍，mである・これはポッツスピンを定義する時に用いた，式

（1．33）の特別な場合である・5

したがって，配置行列βを使うとQAPは，次の様に表せるようになる・

min血ke恥（β）＝圭∑㌫，む，催1Ⅵ㌔油m5岬晶，爪　　（1・48）

subjectto　　∑監1島，n＝1（れ＝1，…，〃）　　　（1・49）

∑監1乱，¶＝1（α＝1，…，叫　　　　（1・50）

QAPを，この様にスピンで表現することで，スピンモデルに基づいたニューラル

ネットワークモデルで扱うことができるようになる・

スピンモデルに基づいたアナログニューラルネットワークモデルは，最も最適

な配置行列の期待値Ⅴ＝＜β＞を求めるシステムであり，次の間題を解くシステ

ムと見ることができる．

minimize　¢（Ⅴ）＝β（Ⅴ卜rガ（Ⅴ）

subjectto∑監11克，n＝1（n＝1，・・・，N）

∑監11克，几；＝1（α＝＝1，…，〃）

（1・51）

（1・52）

（1．53）

しかし，ポッツスピンモデルは，式（1・25）つまりQAPの場合での式（1・46）の制約

条件のみを満たすようなスピンの期待値を求める手法であった・つまり，ポッツ

6一方，C叩＝（∂叩．1＋∂叩－1）／2とするとQAPはTSPとなることに注意する・ここで∂豆，メ

はクロネッカーのデルタである．すなわちTSPはQAPの特別な場合である・
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スピンモデルは，式（1．45）の制約条件（スピンの期待値を用いた場合では制約条

件式（1．52））を自動的に満足することができない・したがってQAPを，ポッツス

ピンモデルで扱おうとする場合には，式（1・52）の制約条件は，弱い制約条件7つま

り目的関数に式（1・52）の制約条件を表すペナルティ項を加えることで，表現され

る．しかし．，式岬）の制約条件を弱い制約条件として扱うと，粧問題の大きさ

が大きくなる時に，妥当でない，つまり式（1・45）の制約条件を満たさないスピン値

を多く計算してしまう・一方，それを防ぐために，ペナルティ項の効果を大きくし

すぎると，逆に制約条件は満たすが目的関数値の大きなスピンが求められる・そ

の為，ボッツスピンモデルは，あまり良い近似解を見つけることが出来なかった・

その間題を解決する為に，式（1・52）の制約条件をも自動的に満足するようにした，

っまり，式（1・52）を強い制約鮒として扱うことが出来るようにしたシステムが

次にDCNついて説明する・DCNは，制約条件（1・52）を満たす為に，ポッツス

ピンの様に目的関数に制約条件（1・52）を表すペナルティ項を加えるのではなく，

式（1・37）のラグランジュ関数に，制約条件（1・52）に対応する項，

∑哀れ（∑叱，れ－1）
れ＝1　　8芦＝1

（1．54）

を加えるシステムである・ここで又m（れ＝ニ1，‥・，Ⅳ＝まラグランジュの未定係数で

ぁる．こうすることで，制約条件（1・52）を強い制約条件として扱うことが出来る

ようになる．すなわち，DCNでは次のラグランジュ関数を扱う・

ェ＝＜且噌＞（Ⅴ）＋r∑∑仇，nlog叱，n＋＝‰（∑叱，れ－1）＋∑iれ（∑笹，れ－1）
¢＝1れ＝1　　8＝1几＝1　　几＝1α＝1（1．55）

このラグランジュ関数の停留点，すなわち，藍＝0となる点は次の連立方程式の

解として与えられる・

l：い，ヱ

（‾．．∴

exp（仇，n）／入れ

∑m（exp（仇，仇）／入m）

exp（一芸驚）

18

）

（1・56）

（1．57）

－■

i

；：

宗
一

F

L

‡

〔

‾巨

午
I

E

■‥

l



e叩（仇声）

㌃∑ふ（鑑p（軋m）／入m）
ん＝∑ （1．58）

ここでん（れ＝1，…，Ⅳ）はラグランジュの未定係数に，変数変換をしたもので

ある．この方程式はDCN方程式と呼ばれる．付録にDCN方程式の導出を示す．

DCN方程式は，制約条件（1．4舅，（1．亜）がある場合の式（1・9）に対応した式であ

る．DCN方程式（1．舗），（1．57），（1．捕）の解を得るために，式（1・9）のシステムと同

様な，次のアルゴリズムを実行するのがmNである・

1．舌ニ0とする．Ⅴ（0）に次の値を代入する・

‰（0）＝（1／Ⅳ）（1＋e叩）

ここで，e叫は一様乱数である・また

ん（0）＝毎（れ＝L・‥，Ⅳ）

とする．ここで九は一様乱数である．

2．すべてのα，mについて以下を計算する・

‰佃）＝叩←碁笥紗

3．入㌘にん（りを代入する・

4．次の計算を繰り返しする．

（a）全ての乃について次の計算をする

入㌘ぴ＝∑
軋，柁（舌十1）

ご∴」‡ミミニ、‥、

（1．59）

んの値が収束したならば，その値をん（f＋1）に代入する・その後で入（f十1）

が∑監1入れ＝1となるように入（f＋1）をスケールする・

5．全てのα，れについて以下を計算する．

鴨几（t＋1）＝
‰（壬＋1）／ん（け1）

∑監1慧粁

19

（1．6叫



6．tに1を加えてステップ（2）に戻る・Ⅴが収束すれば終了する

以上のアルゴリズムを，以下でDCNの基本アルゴリズムと呼ぶ・

DCNの基本アルゴリズムは，収束することが保証されたアルゴリズムではない・

しかし，経験的には，式（1・47）で定義された目的関数に問題の本質的意味を変え

ないような微少な修正を行うことで，収束するようにできることが分かっている・

具体的には，次の修正を行う・式（1・47）で定義された恥は，ポッツスピンを定

義する時に用いた，式（1・33）を勒，由＝0ん＝0としたものであった・しか

し，仇，巾，んに0でない微少な数値を代入するとDCNの基本アルゴリズムを

収束できるようにできる・ただし，この微少な数値を求める理論的手法はない・

DCNの基本アルゴリズムによって，DCN方程式（1・56），（1・57），（1・58）の解を計

算できるが，高い温度に対する解をはじめに計算し，温度を少しづつ小さくしなが

らDCNの基本アルゴリズムを実行する手法も提案されている∴の手法はDCN

アニーリング（DCA）【121と呼ばれる・

1．4．1カオス的DCN

DCN方程式の解は，ポッツスピンモデルと同様に，次の時間的に連続なシステ

ムの時間発展を求めることでも求まると期待できる・

丁亡ん，れ

叱，n（り

一弘，乃＋∑勒油川，m＋ム，れ

exp（払，れ（f））／入れ（f）

∑m（exp（仇，m（孟））／入m（ま））

（1・61）

ここでれ，n＝仇，れ／此である・亡は時間を表す・丁は時間についてのスケーリン

グパラメーターである・入れ伸ま，次の入れについての計算を収束するまで繰り返し

た時の収束値である．

入れ＝写

exp（仇，m（舌））

∑m（exp（仇．m（電））／入れ）

式（1．63）の収虹ついて雌明されているが，式（1軸（1・62）が，ポッツスピンモ

デルと同様に¢≦0を与えることは証明できない・実際にポッツスピンの場合と

同様に式（1・恥（1・62）の時間発展をオイラー法で差分方程式を扱いながら求めて
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procedurek－eXChange（k，Nk（7T），7r）

1．do訂がNた（訂）内の最適解ではない→

2．　　Nた（汀）内から打よりも良い解qをみつける；

3．　　訂＝ヴとする；

4．od；

5．retu∫n（灯）

図4た－eXChange

いく場合，仇，叩，れ＞0とすると，カオス的振る舞いをすることがある・このシス

テムはカオス的DCN（chaoticdoublyconstrainednetwork，CDCN）［14］と呼ば

れる．

カオスポッツスピンと同様にCDCNを定式化すると次の様になる．

仇，れ（り＝軌，れ（ト1）＋（1－た）（∑仇，励mlろ，m（モー1）＋ん，れ）（1朋）
あ，m

叱，n（舌）
exp（仇，n（f））／入n（f）

∑m（exp（仇，m（f））／入m（f））
（1．65）

ここでた＝1一朗／丁であり，∂fはオイラー法での時間を区切る間隔である・CDCN

は，カオスポッツスピンモデルが弱い制約条件として扱っていた制約条件＿を強い

制約条件として扱うことができるため，より良い解を発見できるシステムとなっ

ている．

1．5　2次割り当て問題の置換操作に基づく近似解法

式（1．44）から分かるように，QAPは最適な順列を発見する問題である・本研

究では，順列への置換換作に基づくQAPの近似解法に注目する・置換操作を利

用したQAPの近似解法で，特に良い近似解を発見できる手法としてはGreedy

RandomiォedAdaptiveSearchProcedure（GRASP）［22］などがある・GRASPは

QAPLIBのいくつかのベンチマークに対して，現時点での最良解を計算している・
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表1各近傍の性質

Nた　　　N入　　N♯

直径　min（2た，Ⅳ）　N N

サイズ　（昔　　Ⅳ3／24　Ⅳ4／18

このことから，置換換作一土基づく近似解法は，QAPに対しても有効な手法である

置換操作を利用する局所ヒューリステイクスとしては，た－eXCba聯入－eXCbange，N＊

近傍に基づく手法などがある・これらの手法吼ある根神の近傍集合から，最も

良い順列を選びだす手法である・この近傍として，次で定義されるた－e血弧ge近

傍Nた（汀）を使うのがた－eXCb弧geである：

Nた（町）＝（油粕，汀）≦可

ここで船町）は，2つの順机，甘の鮭離を定義する関数で

d（曾，訂）＝1的，州

で与えられる．柏，汀）は，

∂毎訂）＝（軸（宜）≠打（豆））

（1．66）

（1．67）

（1・68）

であり，順鞘，打の異なる要素の集合を表している・紬打）は，集合柚Ⅳ）の大き

さ，つまり順列q，灯の異なる要素の数である・図4にた一eX血ngeアルゴリズムを

示す．QAPLIBのいくつかのベンチマークの最良解を計算している手法は，この

2－eX血mgeにタブー効果や進伝的アルゴリズムを組み合わせた手法である・6

入－eXChange臥exdhange近傍N入（訂）を，N甥傍に基づく手法はN憶傍を用

いる手法である．付録Bに入－eX血岬とN憶傍に基づく手法の詳細を示す・

「瓦荊す；こ痴話前石蒔絵であるためIタブーサーチよりも置換操作の有効性を示
す手法であると言える・
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これらの局所ヒューリステイクスの性質を比較したのが表1である・表1の直

径とは，ヒューリス≠ィクスが利用する近傍N（訂）の大きさ示すもので

直径＝諾詣轍，r）

で与えられる．直径は，大きいほど近傍に含まれる順列が多様であることを示し

ている．したがって，より大きい直径を与えられる近傍を使うほど，遠距離探索を

行っていると見なせる．表1のサイズは近傍に含まれる順列の数を示している・こ

のサイズが小さいほど，局所ヒューリステイクスの計算時間は少ない・Nた（訂）の

サイズは，た＝4の時にN入，N＊と同程度となる・しかした＝4の場合，Nた（訂）の直

径はN入，N＊よりも小さい．Nた（訂）のサイズはた＞4とすると非常に大きくなる・

N・のサイズはN入よりもわずかに大きいが，計算機実験ではよりよい性能を発揮

する【21】・
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図5本手法の概念図

2．座標変換を用いたカオス最適化手法

2．1　はじめに

本節では，特にカオスニューラルネットワークによる最適化手法に注目する・野

沢［26】は，アナログHop鮎Idモデルのカオスバージョンを提案した・これは，合原

ら別のカオスニューラルネットワークと等価である・物理モデルで言えば，合原

らのモデルはイジングスピンモデルに基づく・一方，節1・2・3ではポッツスピンに

基づいたカオスニューラルネットワークの概説を行った・また，節1・4・1でもDCN

のカオスバージョン（CDCN）の説明を簡単に行った・長谷川らtlO］は，局所的

ヒューリスティックとカオスニューラルネットとを組合せた最適化アルゴリズム

本部で払本研究で提案した座標変換を用いたカオス最適化手法について説明

する∴こで座標変換とは，目的関数の形状を定義域にわたってより平坦にする

ものである．このことによって，図5に示すように，複数の局所最適解の間にある

目的関数の山を緩やかにできる・解の探索手法としてカオスによる非平衡ダイナ

ミクスを用いると，カオスダイナミクスが局所最適解からの脱出により効果的に

働き，より多くの解侯雛探索できるようになる・よって，システムの初期状態に

関わらず多くの良い局所最適解を探索でき，得られる解も向上すると考えられる・

．我々の座標変換手法そのものは，非平衡ダイナミクスを持つ各種探索アルゴリ

ズムに適用可能であるが，本論文ではより具体的にCDCNに本手法を適用して
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QAPを解くことによって，手法の有効性を示す．DCNは最急降下法と似た計算

を行うアルゴリズムであり，CDCNはカオスによる非平衡ダイナミクスを併用し

た最急降下法に類似する．従って我々の座標変換手法が有効に働くと考えられる．

最急降下法において，線形な座標変換はしばしば収束速度を速めるための局所

的スケーリングに用いられる［24］．一方，本手法では，目的関数の山を大域的に緩

やかにするために使われる．これはスケーリングあるいは内点法【17】などとは異

なる手法である．

2．2　手法‾

Ⅴ≡（Ⅵ，Ⅵ，…1ん）fをⅣ次元変数ベクトルとする・ただし，孟は転置である・Ⅴ

を変数とした以下の最適化問題を考える．

minimize P（V）

Subjectto AV＝γ

Ⅵ≧0

（2・1）

（2．2）

（2．3）

Aは（〟×Ⅳ）次行列，rは〟次元ベクトルである・式（2・2）は線形の制約条件

を表す．以下，Pを目的関数と呼ぶ，式（2．1），（2．2），（2．3）で定義される最適化問

題は，式（1．1）の特別な場合であるが，一般に多くの局所最適解が含まれる・すな

わち，目的関数は多くの極小点をもち，それらは目的関数の壁によって隔てられ

ている．そうした場合，最急降下法等の方法によって大域的最適解を求めるのは

難しく，ランダム性やカオスによる非平衡ダイナミクースによって目的関数の壁を

乗り越え，局所最適解から脱出し，異なる解を探索する方法がしばしば用いられ

る［10，1，14，13，27］・

本論文では，座標変換を用いてカオスによる解の探索が効率的に動作する手法

を提案する．目的関数のラブラシアン△vP＝∑監1晶Pを下げると，Ⅴの周り

の局所的な関数の変化が小さくなる．定義域全体において，△vPを小さくするこ

とができれば，目的関数をより平坦な関数にできる．結果として局所最適解から

の脱出を阻む目的関数の壁は小さくなり，カオスによる非平衡な解探索により目

的関数の壁を乗り越えやすくなる．これが本手法の概要である．
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具体的には，以下で定義するエネルギー関数を小さくする様な座標変換を選ぶ・

臨画血＝／板縛Ⅴ　　　　（2・4）

ここで，Ⅴとズはそれぞれ座標変換前の座標系と座標変換後の座標系を表わす・

△ズ＝∑芝1轟は，変換後の座標系でのラプラシアンである・積分は，目的関数

の定義域（すなわちⅤの定義域全体）にわたって行う・・

本論文では，簡単のため，座標変換として以下の式で定義する線形変換のみを

考える．
Ⅴ＝アズ　　　　　　　　　（2・5）

ここで，用（Ⅳ×Ⅳ）次行列である・線形な座標変換を行う場合の軌如如の意

味については，2・5で詳しく説明する・

軋p血を小さくする座標変換を単純に求めようとすると，単に座標を引き延

ばすだけになりやすい・その様な当たり前の座標変換を求めることを避ける為に，

以下の弱い制約を導入する・

‰如＝∑（1－げil2）2
i＝1

β抽＝－∑log（トCOS2（ん石））
lJ＝1’

（2・6）

（2・7）

ここで，Jiはアの盲列目の転置ベクトルである・∫凧新しい座標系の基底ベク

トルを変換前の座標系に射影したベクトルである・以下，f虚を変換基底と呼ぶ・

cos（J沃）＝肪イ抑げ川〃＝ま招番目の変換基底間の方向余弦である・式

（2．6）において，馬面が小さくなるほど変換基底の長さは1に近づく・昂血加を弱

い制約としてエネ′レギ一関数に含めることで，極端な座標系の伸縮に対応する座

標変換行列ダが導かれるのを避けることができる・

本論文で提案する座標変換による手法では，ある方向には引き延ばされ，別な

方向には縮められるという座標変換が行われる・大きな目的関数の壁がある場合，

その大きな壁を平坦にするためにその壁と垂直方向に引き延ばす様な座標変換が

導かれる．しかし，極端な場合，引き延ばしたい方向を無限に引き延ばすような

座標変換が得られる辛がある・これは右の間で平行なものが生じるときに起きる・

26



その結果，座標変換は一次独立ではなくなる・式（2・7）は，そのような座標変換を

導かないための弱い融約である．式（2．7）の，‰terが′J、さいほど各変換基底は互

いに直交する方向に向くようになるため，変換基底どうしの直交性をある程度維

持できる．変換基底は線形変換行列ダを構成する列ベクトルなので，各変換基底

が一次独立であれば，アは縮退しない，

以上のことから，以下のエネルギーみを最小にするような線形変換行列∫を

求めることが都合が良い．

耳F＝Cβ昂叩h由れ＋Gn加島加＋G血現地r （2．8）

ここで，Cg，q伽およびqれkrは定数パラメーターである・具体的には線形変換

行列ダの初期値として単位行列を与え，その初期値から最急降下法によって，耳F

の値がより小さくなるような行列の値へと変化させていく．こうして求まった行

列Fを，線形変換行列ダとする．この計算を行うことにより，単位行列に近く小さ

な耳Fの値を持った行列を計算できる．エネルギーβダには一般に多くの局所最適

解が存在するが，その中で出来るだけ元の座標系に近い座標系への変換行列を求

める．これによって，線形変換がシステムの挙動を大きく変化させないですむと

考えられる．

こうして得られた線形変換を，従来提案されているカオスによる最適化手法【13，

14，26，27】に組合せる・

以上が本論文で提案する手法である．この線形変換行列ダを求める手続きは，

最適化問摩の解を求める手続きに先立ち前処理として行われるため，一度しか実

行する必要はない．

2．3　2次元関数への応用

本論文で提案する手法は，変数の次元が高く局所最適解が非常に多い状況を想

定している．しかし多次元において手法の効果を説明するのは困難であるので，こ

こでは単純な2次元空間における大域的最適解の探索において，本手法がどう働

くかについて説明する．例として，定義域0≦坑，鴨≦1内で以下の4次の目的
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図6目的関数アの形状

関数を最小化する問題を考える・7

珊，Ⅵ）＝（Ⅵ－0・48）（Ⅵ－0叫×（Ⅵ一蛸）（佑－0・93）

＋16（鴨－0・65）（鴨－0・02）×（鴨－0・51）（鴨－0・20）

図6は，この目的関数の形状を示す・この関数は4つの局醜通解をもつ・大域

的最適解は（0・4，叫である・カオスやランダム性を取入れた最急降下法によって

システムが局所最適解から脱出できるようにする齢，欄と抑こ擁する大き

な目的関数の壁を越えるのは難しい・例えば，3番目に小さい局所最適解（0・4，0・6）

の近傍から脱出して，大域的最適解（0・4，叫に到達しようとする場合，この大き

な目的関数の壁を越えなければならず，たとえ財スによる非平衡ダイナミクス

を用いたとしても，システムが大域的最適解を発見するのは難しい・

システムがこの大きな目的関数の壁を越えやすくするために式（2・5）の線形座

標変換を行う．但し式（2・5）においてⅣ＝2であり】Ⅴ＝（Ⅵ，鴨）t，ズ＝（ズ1，、ズ2）t

である．（2×2）次行列㌍［馴ま式（2・8）のエネルギーβFが小さくなるように

選ばれる・駄画血の積分は定義域である0≦Ⅵ，鴨≦1の領域に対して行う・

図7は，この駄が小さくなる座標変換が，どのようなものかを説明する図であ

る．図7（a）では，変換前の座標系での′1と′2の方向を破線で示している・今，何

らかのダイナミクスにより，システムがベクトルdだけの状態変化をする状況を

考える．そのときの座標変換前と変換後のそれぞれの系でのダイナミクスの違い

「三霹解を持つ例として作成したものであり，それ以上の特別な
意味はない．
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囲7座標変換後，変換前での基底ベクトル
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について考察する・．ここで，d＝（0，d2）は変換前の座標系で大きな目的関数の壁

を垂直に横切る長さの短いベクトルであり〉鴨軸と平行であるとする・■′1セ′2の

方向は，大きな目的由数の壁とほぼ平行であり，dとほぼ直交方向である・図7（b）

では，変換後の座標系においての′1と′2の方向を破線で表し）変換前の座標系で

の基底ベクトルの方向を実線で表わしている・

図7（a）には，変換前の座標系において一次独立なべクトルんJ2の重合せで

d＝（0，d2）を表現した図が示されている・d＝α1いα2f2とする・ここで，恥α2

は，ベクトルdがもつん′2の方向の長さである・鴨方向にほとんど成分を持たな

いベクトルん′2の重合わせでⅥ方向ベクトルを表そうとするため，恥α2はd2

と比較して大きな値となる・図7（b）には，変換後の座標系での同様の図が示され

ている，恥α2は大きな借であるため，変換後の座標系において・ベタトレdの長さ

は変換前の座郎での値よりも伸ばされている・従って，変換後の座標系では，大

きな目的関数の壁を横切る方向（すなわち，鴨軸と平行な方向）は引き延ばされ

ている．その結果，この目的関数の壁は｝変換後の座標系では緩やかな山と■なり，

目的関数はより平坦になっている・

この座標変換を用いることにより探索手続きがいかに変わるかについて，探索

法としてランダム性が含まれる最急降下法を用いた場合を例として述べる・変換

後の座標系での最急降下法は，以下の式で表される・

ズ（β＋1）＝叩▽ズア＋ズ（β）

ここで，叩かさな負の定数，βは離散時間である・▽ズア＝（濃，蔑）は，変換後

の座標系での目的関数の勾配である・ズ伸ま離散時刻βにおけるズの値である・

式（2．10）は次のようにも表記できる・

Ⅴ（β＋1）＝叩▽若戸＋Ⅴ（β）

ここで，Ⅴ（β）は時刻βにおけるⅤの値である・また，

▽㌍≡ダ▽ズア＝ダダ電▽vP

▽いP＝（蒜，蒜）
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である．▽yタは変換前の座標系での目的関数の勾配である・以下，▽夢クを変換

勾配と呼ぶ．変換勾配を用いた変換前の座標系での最急降下法は，変換後の座標

系での最急降下法と等価である．

一方，変換前の座標系での目的関数の定義域から変換後の座標系での定義域を

求めることは，行列ダの逆行列の計算が必要なので，特に多次元の系においては

困難である．この困難を避けるため，実際の計算では，定義域の変換を行わなくて

も済むように，座標変換前の座標系で座標変換を行った場合と等価な繰返し計算

を行う．具体的には，座標変換前の座標系での最急降下法の繰返し式

Ⅴ（β＋1）＝叩▽yP＋Ⅴ（β）

において，勾配▽vPを変換勾配▽芋Pに置換えた繰返し計算を行う・本章での2

次元の例においても，同様に変換勾配を用いた計算を用いて説明する・

園8は，変換前の座標系での勾配と変換勾配を比較した図である・図8（a），（b），

（c）および（d）は，それぞれ荒，荒，▽苓Pの‾Ⅵ方向成分，．および，▽㌍の鴨方

向成分を表している．鴨方向の勾配が，変換勾配では緩和されているのが分かる・

この座標変換による効果を調べるため，システムの初期状態と得られる解との

関係が最急降下法にランダム性が含まれることによってどう変化するかを調べた．

実験は以下の様にして行った．

定義域0≦Ⅵ，Ⅵ≦1の空間を20×20のメッシュに区切り，そのメッシュの各

点を初期値として最急降下法を行い，収束する位置が4つのうちどの局所最適解

の近くであるか調べる．その際，勾配に10％のランダム性が含まれるようにする．

そして，通常のランダム性を含まない最急降下法によって得られる局所最適解と

比較を行う．

異なる局所最適解に収束したということは，勾配に加えられた10％のランダム

性が目的関数の山を越えることに有効に働いたことを示している，メッシュの各

点から1度ずつ探索するという実験の結果，8収束する局所最適解が，勾配にラン

ダム性が含まれる場合と含まれない場合とで異なるメッシュ上の点の数は，座標

変換後の系の方が5倍多いという結果を得た．この結果は，座標変換によって局

所最適解からの脱出が起きやすくなっている事を示唆している．

8実験回数を増やしても結果にあまり変化はなかった．
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2．4　2次割当て問題への応用

本節では，我々の提案した手法を問題として2次割当て問題，探索手法として

カオスによる非平衡ダイナミクスを併用した2重制約ネットワーク（CDCN）【14］

を用いた場合に応用する．

DCNの基本アルゴリズムは次の様にも記述できる．導出は，付録Eで行う・

1帆（頼り＝－（叢（鴨叩（β））・‰伺＋㈹）／γ・嘲れ（β）（2・14）

叱n（β），スれ（β）および抽）は離散時刻βにおける叱n，真相およびβ。の借である・式

（2．14）は，ベクトルlogV＝（loglろ1，log坑2…loglんⅣ）を自由エネルギー¢の傾き方

向に変化させる形式になっている点で鼻息降下法の式と似ている・以下，このベ

クトルを度合いべクトルと呼ぶ．

式（2．14）で定義される繰返し計算を，度合いべクトルに対する最急降下法とみ

なすと，2．3と両様，式（2．5）で定義した線形変換によって，より局所最適解から脱

出しやすいシステムにすることが可能である．（Ⅳ2×Ⅳ2）次の線形変換行列Fは，

式（2．8）が小さくなるように決定される・この行列Fによって変換された式（2・14）

刷れ恒1）＝－（鑑＋‰伺・βα（β））′r＋芸十刷れ（β）（2・15）

鑑

仏和

∑　島血筏肋仇た（β）
b，m，¢，た＝1

蒜＝ゑ仇血‰（け十㍍

（2．16）

（2．17）

さらに，［塩を次で定義される乙観nに置換えることによってカオスダイナミクス

をもつモデルが実現できる．

こ観れ（β＋1）＝（1－た）鴫n（β）＋た（∑二　鳥血属血（坑た十71ん（β）））（2・18）

ここで，たと7は定数パラメーターである・この線形変換された勾配法に基づくカオ

スニューラルネットワークを修正2重制約ネットワーク（modi丘edchaoticdo11bly

c。nSt，ainednetwork，MDCN）と呼び，今回提案するモデルである・
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表2解の改善

MDCN NCDCN NMDCN ratio

3％　　　3　　　38　　0・75

3％　　　0　　　16　　0・43

2．7％　　1　　　35　　0・79

Name ftas・SOI CDCN

tai50a　4941410　4％

tai80a13557864　　∞

tailOOa　21125314　3・3％

MDCNと座標変換の効果を入れていないカオスニューラルネットワーク（CDCN）t141

との比較結果を表2に示す・比較実験には牒APLIB何の問題を用いた・表2にお

いて“N孔me”はベンチマーク問題の名称“触SOl”は現在知られている最良解

の借，“CDCN”はCDCNの計算結呆を知られている最良解からのずれの百分率

で示したもの，“MDCN”はMDCNの計算結果を知られている最良解からのずれ

の百分率で示したもの，“NCDCN”はCDCNが1000回線返し計算で発見できた

解の数，“NMDCN”はMDCNが1000回線返し計算で発見できた解の数，糾ratio”

は変換後の式（2・4）の値と，変換前の式（2・4）の値との比を，それぞれ示す・

cDCNとMDCNにおいて，得られた解ti20p嘩【61に■よって改善した・“tai80a”

においてCDCNは100000回以上の繰返し計算によっても解を発見できなかった

ため“∞”としている・なお，問題の名称に含まれる数字は問題の大きさ（Ⅳ）を表

している．例えば，Ⅳ＝100である“t扇100a”などは，非常に難しいべンチマーク

表2から，本手法によって式（2・4）の値が減少していることが分かる・そのため，

システムはより多くの解を発見でき，結果として得られる解が向上していること

が分かる．

2．5　考察

ここでは式（2．4）の意味について考察する・

式（2・4）では，変換後の座標系でのラプラシアンが，変換前の座標系において積

分されている・この意味について述べる・本論文では，実際の繰返し計算を変換
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勾配を用いることによって変換前の座標系で行う．従って，式（2．4）において変換

勾配に対応したラプラシアンを変換前の座標系において積分するのが妥当であろ

う．変換勾配に対応したラプラシアン△若戸としては，以下の式が考えられる・

△㌍＝血叫鍔）　　　　　　　（2・19）

（軌＝品（▽㌍）ゴ　　　（2・20）

ここで，（▽苔P）jは変換勾配▽苓Pの第j成分，（Cぎ）iゴは行列C苗の（豆，ゴ）成分であ

る・はa恍は行列のト㌣－スを表す・線形な座標変換のみを考える場合には以下の

ように計算できる．

△苓ア＝tra既（（葦）

＝ゑ品兢孟p

＝蓋（姜碩（羞碩p

＝蓋（姜荒島）（差設品）P

＝真義p＝△ズP
従って，変換後の座標系でのラプラシアンの二乗を変換前の座標系において積

分する式（2．4）は，△押の二乗を変換前の座標系で積分する式と等しい・これか

ら，式（2．4）の値を小さくする座標変換は目的関数をより平坦にする座標変換であ

ると考えられる．

次に，線形な座標変換がシステムを改善すると考えられる理由について述べる・

本手法により求められる座標変換は，式（2．4）のエネルギーが小さくなり，かつ，

式（2．6），（2．7）を小さくするような意味のあるようなものであった・目的関数の曲

率行列がⅤに関わらず定数であるとすると（例えば，QAPの場合がそうである），

式（2．4）は以下のように書ける・

C（∑ん）2
l＝1
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ここで，入ポ目的関数の曲率行列の固有値，Cは∫抑こ相当する定数である・弱い

制約である式（2・6）と（2・7）を用いることにより，変換前の座標系と変換後の座標

系に掛ナる醐の比をほぼ一定に保ちやすい・従って牒有軌の積は逐換前と

変換後とであまり変わらない・すなわち，2・2で定義した操作は，曲率行列の固有

値の脈ほぼ一定に保ちながら，固有値の和を最小化する操作に近いことが分か

る．この操作により，各国有償の値は互いに近い備になる・

目的関数の曲率行列が定数であるとき，目的関数は曲率行列の固有ベクトルの

方向に対応する固有値の大きさの山をもっている・曲率行列の固有催の中に他の

固有借と比べて非常に大きな値が含まれる粗目的関数は，対応する固有ベクト

ルの方向に非常に木きな目的関数の壁をもつ・この大きな目的関数の壁をシステ

ムは乗り越えにくいので，全ての空間を探索するのが困難となる・座標変換の結

果，各国有償の値を比較的近い備にできるため，大きな目的関数の壁は妨向に平

靴され，状態はどの方向に移動するのも雌的容易になり，システムはより広い

空間を探索し解くなる・従って，より多くの局所鏑解を探索することができ，

結果として良い解が発見できる・

座標変換によって目的関数の勾配が平均的に小さくなるため，1つの局報通

解近傍にとどまる時間は小さくなる・また，より広い空間を探索することができ

るようになるため，同じ計算時閣内において，同じ局所最適僻を通る確率が少なく

なる．これらによらて，より多くの解を発見できる一方で，計算時間が牽くなるこ

とはない．

2．6　結論と課題

組合せ最適化開への応用において，カオスによる非平衡ダイナミクスが，よ

り多くの解を発見できるように座標変換をする手法を提案したこの手法により

目的関数め滑らかさを表すラプラシアンの空間的平均値が下げられた・

この稚の具体的な適用アルゴリズムとしてさらにカオス的2重制約ネット

ワークモデルに適用したアルゴリズム愚案した・新しいモデルによると座標変換

の効果により以前より多くの局所鰯解を探索でき，結果としてより良い2次割

当て問題の解を雛することができた・なお本論文では座標変換として線形変換

36



に限ったが，非線型変換への拡張については今後の課題である・
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3．ニューラルネットによる入－Optアルゴリズムを使っ

た2次割当て問題の解法

3．1　はじめに

本節では，我々が提案したニューラルネットワークによる新しい組合せ最適化

問題の解法について説明する・特にQAPt61を扱う・しかし，雛の提案する手

法は，解棚列で表せる様々な問題にも適用可能であり，例えばTSPなどにも適

本研究で提案する新しい手法では，順列への置換操作に注月する・順列の入れ

替え操作により解を改善する手法は局所ヒューリステイクスとして研究されて

きた．順列の2つの要素の入れ替え換作しか考えない手法は，2頑探針231や

2－eXChangeと呼ばれる・入＞2以上の要素の入れ替えを行う同様の手法は入－Opt探

索と呼ばれる・2－Opt探索は，非常に簡単な局所ヒューリステイクスであるが，す

ぐに局所最適解に収束してしまう・2－Optに基づいたニューラルネットワークに

ょる手法は，長谷川ら囲によってすでに提案されている・2－Opt探索が局所最適

解にトラップされるのを防ぐための手法としては，タブーリストを使う手法囲

やカオス【91を使う手法が提案されている・一方，入－Opt（入＞2）ヒューリステイ

クスは，2－Opt探索では脱出できない局所最適解からの脱出を可能とするが，入の値

が大きくなると非常に計算時間のかかる手法となってしまう・

雛の提案する手法は，この人－Optヒューリステイクスのアナログ版である・本

手法はDCN法に基づいた入－Optのアナログニューラル手法であるため，入の値と

して15～60の値を取ることが可能となる・従って，入の値に応じた中程度に遠い

空間を探索して，その中で良い解を発見できる皐うになる・また，ある程度大きな

入の値を使うことによって，浅い局所最適解からの脱出も可能となる■

評価のためにQAP叫61の比較的大きな問題（Ⅳ＝80～150）に対して計算

機実験を行った・我々の新しい手法は，現在のチャンピオンのアルゴリズムである

タブーサーチに基づく手法P3，4ト遺伝アルゴリズムに基づく手法軋やシュミ

レ∵ツテドジャンビングと呼ばれる手醐とほぼ同程度の良い解を計算できる・

さらに2つのベンチーマーク問題に対しては，針の手法は現在のチャンピオン
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よりも良い解を計算できる．結果として，我々の手法はQAPに対する最も良いア

ルゴリズムの1つであると考えられる．

3．2　入－DCN

3．2．1　入＿DCN

QAPを扱うために，（NxN）一次元の配置行列Sを扱うのがDCNであった・本

研究では，配置行列gで表現された順列への置換換作を同様の行列で表現する方

法に基づくアルゴリズムを提案する．そのような行列を以下で定義し，置換行列

と呼ぶことにする．

㌔，む＝1（要素p（りが順列のα番目に移動する時）

0（それ以外）

配置行列βは，p（n）＝れとなるような順列に対する置換行列であるとみなすこと

もできる．しかし，説明の都合上，以下では由置行列と置換行列を異なるものとみ

なす．置換行列に対しても配置行列と同様の制約条件が存在する・

∑㌔，む＝1（b＝1，・‥，〃）
α＝1

∑㌔，わ＝1（α＝1，・‥，Ⅳ）

さらに，次の制約条件も考えることにする・

∑㌔，。±〃一入
也＝1

（3．1）

（3・2）

（3．3）

ここで，入は0≦入≦Ⅳとなる様な整数の定数である・式（3・3）は，置換yによって

入れ換えられる要素の数を入個となる様に制限する・

以下で，式（3．1），（3．2），（3．3）を満足する様な置換行列を入一置換行列と呼ぶ・置換

操作yをある順列5に行なった結果，できる新しい順列を表す配置行列g旭，次の

様に行列の積を使って書ける．
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g′＝yg　　　　　　　　　（3・4）

次に沌換行列の集合A＝（（yた｝ア榊＝1，・‥｝を考える・ここで据置換

yたが生じる確率である・この集合からのん置換行列によって置換された配置行列

のアンサンプル平均は次で表せる・

＜β・＞A＝＜y＞Ag　　　　　　（3・5）

ここで＜・＞Aはん置換行列の集合Aに対する平均を表す・すなわち，＜榊）＞A＝

∑た拍げである・以下でⅤ≡＜‾g′＞A，ズ≡＜y＞人とする・

この新しい表記法を使って，QAPを目的関数恥の最小化問題として定義す

ることを考える．そのためには，式（・3・4）のg′に対して定義される次の2次関数

を，β叫として考えればよい・

恥㈲＝芸叩蓋＝1吼由電，れ電，m＋∑ん議・れ　（3・6）

ここで，重み行列Ⅵ相対称と仮定する・すなわち，吼油m＝勒，岬である・

DCNと同様に，自由エネルギー¢とエントロピーgを用いて，この目的関数の

最小化問題を記述しなおしてみる・ただしDCNと異なり，配置行列の期待値Ⅴを

求めるのではなく，目的関数を最小化するような置換行列の平均値ズを求めるア

ルゴリズムを考える．

この場合，次の近似を導くことができる・

＜恥（g′）＞A琵言叩畠＝1吼輌鴇ル＋∑ん鵡，れ

1皇（£仇，輌β叩β。，m）ズ叫ズゎ，d＋－∑（∑ん，れ恥）ズα，わ

．Ⅳ　　Ⅳ

瓜，わ＝1－l＝1

（3・7）

2抽，d＝1叩＝1

去ゑ昭，む，C，dズ瓜菌・∑ぺ，むズα，bα，わ＝1

β■（ズ；5）

昭掴（g）≡　∑仇，岬β頼島，m
穐，m＝1
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晶≡　∑ん諭，m
几＝1

（3・9）

とした．新しい重み行列も対称となる点に注意する・すなわち畷む，。，d＝l愕如，ゐで

ある．式（3．7）の第1行目において，平均場近似［5，28］と同様の近似を行った・

一方，平均場近似と同様の近似により計算される，式（1・35）のエントロピーガ

には，次の計算を行うことができる．

〝　＝＝　－∑l：りノ叩l：▲．，．
8，几＝1

三－∑右，訂－1（几）gOタ右，℡－1（れ）
G，れ＝1

＝－∑為，む細孔，む
扉kl

（3．10）

ここで，訂はぎで表される順列を表す．

置換行列への制約条件（3．1），（3．2），（3・3）と同様の条件がズについても現れる・こ

の点に注意して，新しい変数ズを使って問題を書き直すと，次のようになる・

血n止血e　ゲ（ズ；g）＝：j㌢（ズ；g）一丁ガ（ズ）

凱血jectto　∑為，b　＝　壬（♭＝1，…，Ⅳ）
¢＝1

∑ズ。，わ＝1（α＝1，…，Ⅳ）
b＝1

∑ズ叩　＝　Ⅳ一入

（3．11）

（3．12）

（3．13）

（3・14）

この新しい問題を解くことによって目的関数を最小化するような置換行列の平均

値を探すことができる．この問題は2次割り当て問題の最適解を大域的に探す問

題ではなく，直前に考えていた順列gに依存した領域内（この領域を以下，順列g

の入－Opt近傍と呼ぶ）での局所最適解を局所的に探す問題となっている点にも注

意する．問題（3．11），（3．12），（3．13），（3．14）において，式（3・10）のエントロピーと，式

（3．12），（3．13）の制約条件を考えると，置換の平均値ズは，定義された領剰0，1】Ⅳ2か

ら出ていかない．従って，エントロピーはバリヤー関数【24］として働いていると
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見なすこともでき芦・ここで，この連続な問題に対する定数蛛整数である必要

はなくなっている点に注意する・

DCN【121と同様にラグランジュの未定係数法を使うと澗題（3・11），（3・12），（3・13），（3・14）

の解は次の連立方程式の解として与えられるようになる・導出は付録に示す・

ズ。，わ

Jl、・・

仇，b≡eXp（一妄望欝）

α8＝吉宗

偽＝写云務

7＝註蓬蔑

（3・15）

（3．16）

（3・17）

（3・18）

（3．19）

ここでαα（α＝1，・‥，呵，晶（わ＝1，…，Ⅳ），7はラグランジュの未定係数に，簡単

な変数変換をしたものである・式（3・7）で定義されるエネルギーを考えるならば，

乾＝＝㌫＝1Ⅵて，b，C，dズらd十みである・式（3・15），（3・16），（3・17），（3・1瞞19）を以
下入＿DCN方程式と呼ぶ・

3．2．2　基本アルゴリズム

入＿DCN方程式の解を得るために次の基本アルゴリズムを提案する・

1．±＝0とする．ズ（0）に次の値を代入する・

瑚＝〈（1蒜㍊）；；：；；
ここで，亡庄，bは，区間ト0・1，叫の一様乱数である・また

αα（0）＝　¢¢（α＝1，…，Ⅳ）

7（0）＝1

とする．ここで¢αは区剛0，1］の一様乱数である・
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2．すべてのα，ゎについて以下を計算する・

帰陣）＝叩（一妄些諾㌍）

3．α㌘に恥（f）を代入する・

脚こ∑監1豊誅を代入する・
7彗こ7（t）を代入する・

4．次の計算を繰り返しする．

（a）．全てのαについて次の計算をする

α；㌣＝∑

（b）全ての．みについて次の計算をする

（c）次の計算をする・

晦（け1）
偽粛ザd毎

耶＝姜警慧

7眠W＝

1

、ヽ‾「．＼

Ⅳ

∑
‰（ま十1）

α㌘W乱皿’

（3．22）

（3・2釘

恥，偽，7の値が収束したならば，その値をα。（ま＋1），偽（け1），7（f＋1）に代入

する．その後でα（t＋1）が∑慧1α¢＝1となるようにα（f十1）をスケール

する．

5．全てのα，あについて以下を計算する・

ズ扉（f＋1）＝
晦／（α。（ま＋1）仲＋けい）

∑。晦／（α。（け1）7（舌＋1）恒）

6．fに1を加えてステップ（2）に戻る．ズが収束すれば終了する

このアルゴリズムはDCN［12】の様には収束する必要はない・しかし，式（3・11）

で定義される自由エネルギーは，この基本アルゴリズムの1ステップごとに減っ

ていく傾向にある．
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3．2．3　入－DCNアルゴリズム

温度rが小さい時には，基本アルゴリズムによって得られる平均置換行列ズの

値は，ズの定義域である単位超立方体の格子点に近い値となる・従って，この行列

は1つの入一置換行列を表しているとみなせる・さらに牒本アルゴリズムの繰り返

し計算の間に，多くの鳩換行列を得ることができる・これは基本アルゴリズムが

離散ダイナミクスを持つためである・こうして得られた多くの娼換行列の中で，

その結果得られる配置行那・について目的関数（3・6）を最も下げることができる

置換行列を選ぶこの方法により，以前¢配置行列をよりよく改善する置換行列

を求められることが期待できる・

我々の提案する手法である，入－DCNアルゴリズムは，上述したプロセスを繰り返

す手法である・図9は，この手法の概念図を示したものである・基本アルゴリズム

が終わると，以前の配置行列飾ら新しい配置行列gぺの入一置換行列yが求まる・

新しい配置行列釘吼以前の配置行那と比べてより小さな目的関数の値を持つ

ように改善された行列であると期待できる・そして次に牒置行列gからさらに

改善された配置行列g・′への入一置換行列y′が求まる・

入＝2とするならば入－DCNアルゴリズムは，2－Opt探索のアナログ版と見なせ

る．2－Optは，横列の2要素を入れ替えることによって得られる最近按な近傍しか

探索しない手法である・一方，入の値として比較的大きな催を選ぶと，入一DCNアル

ゴリズムは中距離探索を実現できるようになる・この中距離探索は，近傍にある

浅い局所最適解を無視する手法であるとも考えられる・また，入－DCNアルゴリズ

ムはん置換行列の繰り返し適用であり，一般に収束しない・すなわち非平衡ダイナ

ミクスであると言える・このことは言い換えれば，システムが局所最適解から脱

出できることを示している・

3．3　入－interiorDCNアルゴリズム

入＿DCNアルゴリズムは解を改善できるん置換行列を探す手法であるため，ん置

換行列で表せない，より近傍にある配置行列が良い局所最適解である場合には，そ

の局所最適解を無視してしまう・

この間題を解決する為，（3・3）の等式制約条件を次の不等式制約条件に置き換え
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5＝■

S＝

Y†

Y

この図はんDCNを概念的に示した図である。ある順列（配置行列β）の入相pt近傍

をgを囲む円で示している．まず順列gの入〃pt近傍内で，平均的に最も目酌関数

恥を下げられるような順列への置換yを求める・次に置換yによって置換され

た新たな順列gのん巾pt近傍を同様に探索し，新たな順列g”を求める・この操作

を繰り返していく．

図9人心pt近傍の探索

∑‰≧Ⅳ一入

たアルゴリズムを提案する．

（3．2弔

この制約条件により，入よりも小さな数の要素しか入れ替えない様な置換行列yを

表すことができる9．この制約条件を扱うために次のようなバリヤー関数を導入

する．

g＊（ズ）＝r（∑ズ叩－〟）吻（∑ズ叩－〟）＋叩－1）（∑ズ叩－〟）（3・25）

ここで，〟≡Ⅳ一入であり，郎ま0～1の定数パラメータである・このバリヤ関数

を導入するかわりに，式（3．14）の制約条件を取り除く．従って，入－DCN方程式の式

（3．16），（3．19）を次の式に入れ替える・

晦＝叩（一驚一恥） （3．26）

8この制約条件は，中心となる順列のた血mge近傍を表現している．ここで鬼＝入である．し

たがって入－interiorDCNは，k－eXChangeDCNと呼ぶこともできるだろう・
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〟2＋4∑。羞荒－〟
7　＝

2

（3・27）

この式の導出は付録で行う・入－m方程式が変えられた結果基本アルゴリズム

の式（3．22）は，次の式で入れ替えられる・

軋甘り）＝叩（一驚一恥）

同様に，基本アルゴリズムの式（3・22）は次の式で置き換えられる・

7恨W＝

研＋4∑瓜絆⊥〟
2

（3・28）

（3．2呵

アルゴリズムの他の部分はんDCNと同じである・

この修正された基本アルゴリズムは，配置行列を改良できるより良いg一置換行

列（0≦g≦入）を探す・従って，この手法は局所的な探索と中距離探索を同時に

行っているアルゴリズムであると見なせる・この手法を入－interiorDCNと呼ぶこ

とにする．

3．4　計算機実験

本節では，本研究で提案したアルゴリズムによる計算実験結果を示す一本論文で

提案したアルゴリズムは，解が順列で表現できるどんな2次問題にも適用可能で

ぁる．具体的にQ鮮の場合は，勒輌＝毎払m（α，れ，あ，m＝1，…，呵＝示＝

叩（叩＝1，・・・，Ⅳト町刷叩＝一叩とする・ここで癖娼藩アルゴリズムの収束を

速める為のパラメーターであり，小さな正の値を用いた・入の値は問題の大きさに

ょって変えるが，本研究では問題に応じて15～餌の値を使った・

計算実験にはQ鮮∽【6】の“闇Oa”（Ⅳ＝叫“馳100a”（〃＝100）W川0

”（Ⅳ＝1叫¶0150叩＝150）というベンチマークを使った・都市の間の

距離を表す行列，工場の間の流量を表す行列は，すべて対称で密な行列を扱って

いる．mo脚は，QAF日月の中で密な行列要素をもつ最も大きな問題である・

“恥舶，，Ⅷ100a”に対する現在のチャンピオンアルゴリズム【3い1は，タブ

叶チに基づく手法である・仰山Ⅳに対する現在のチャンピオンアルゴリズム
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表3　最良解

Name N　feas．sol　　　algorithm

tai80a　80　13557864　rob11Sttabusearch

tai100a lOO　21125314　reactivetabusearch

willOO lOO　273038　　genetichybrids

tho150150　8133484　　　　SIMJ

Name DCA　20p七　　人－DCN　　入－interiorDCN

t8i帥a l・2％．3・1％　－0・060％（2568）

tailOOa　5．7％　3．2％　－0．015％（688）

willOO O．27％　0．73％　0．46％（2109）

tbo150　0．33％1，5％　0．24％（7139）

－0．040％（2481）

－0．082％（5656）

0．070％（2563）

0．28％（6956）

t8＝ま，遺伝的アルゴリズムに基づく手法である・“Tbo150”に対する現在のチャン

ピオンアルゴリズム【31は，シ主ミレーテッドジャンビングと呼ばれる手法である・

表3に計算実験の結果を示す．表のそれぞれの値はチャンピオンデータからの

ずれを100分率で示したものである．比較の為に，我々が以前に軽奏した手法【121

であるDCNアニーリング（DCA）による芦験値と，2－Optヒューリスティックを

何度も実行した結果得られた中で最良な解も同様に示した．この表より，DCA，入－

DCN，入－interiorDCNによって得られる解は2－Optヒューリスティックよりも良い

ことが分かる．l－DCN，＾－interiorDCNに対しては最良解と，その最良解を得る、ま

でにかかった基本アルゴリズムの繰り返し回数も示す．

表3より，我々の提案する手法は非常に良い結果を得られることが分かる・“W山00

”，“Tbo150，，に対しては現在のチャンピオンのデータとほぼ同じ程度の値が得ら

れている．“T由80a”，“恥ilOOa”に対しては我々の提案した入－DCN，入－interiorDCN

の両方の手法ともに以前のチャンピオンによる解よりも良い解を得ている．
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制約条件式（3．3）を考えないで入－DCNと同様のシステムを構成すること扁能

であるが，計算機実験では制約条件式（3・3）のないシステムで余り良い結果を得る

ことができなかった．本節では，制約条件式（3・3）の意味について考察する・

制約条件式（3・3）を考えないシステムは，オリジナルのDC呵12】とほぼ等価な

システムであるとみなすことができる・DCNでは牒列pのα番目がれである確

率を表す確率変数V㌫を使って，QAPの解を表現する・すなわち変数Ⅴは配置行

列gのアンサンプル平均である・

DCNは，式（1．55）で定義されるラグランジュ関数の停留点を，式（2・14）の最急

降下法と似ている繰り返し計算によって計算する手法であったことを思い出そう・

式（1・51）で与えられる自由エネルギー関数の停留点は・温度rが十分に小さく

ないと，エントロピーの影響によって，目的関数恥の極小点から離れた定義域の

内点になってしまう・一方で温度が小さくなると，自由エネルギー関数は多くの極

小点をつようになるが，低温での繰り返し計算式（2・14）で町特に帆岬＝0の

場合に，叱，nは，ほとんど0か1近くの値をとるようになる・この際，図10に示す様

な問題が生じる．図10において横軸は2つの変数（叱，n，‰）についての2次元の

状態空間を模式的に表し，縦軸朋的関数恥の値，摘が目的関数恥，点線は

sta止点でみた恥の局所勾配を表す・この図の場合の様に（笹・れ，‰）＝（0・5，岬

付近に停留点がある場合は，低温での叱，n，鴨，mが0か1の近くしかとらないため

に，勾配を用いた探索によっては，停留点を通り越してしまうことが起こる・具体

的には，図10のstartという点で目的関数Eobjの勾配をみると，Start点からjump

点方向に変化した方が目的関数の値を下げられると判定してしまい，式（2・14）の

ダイナミクスはそれを実行するが，実際にstart点からjump点に移動させてみる

と，勾配から予想したjump2という点には移らずjumpという点に移動してしま

ぅことになり，目的関数晦の値は勾配から予想したように下がるのではなく，逆

に上がってしまう．1

「て轟点を発見していくアニーリングによって解決しようとして
いるのが，DCAt121である・温度を下げていくと自由エネルギー関数（1・51）の極小点は分岐して

いくが，DCAはその分岐の時に極小点の選択を行う方法であり牒温で多く存在する極小点を，全

て探索しなくてもよい点が優れている・
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Eobj

S art

9radp、・

コump

如爪p2

（0．1）　　　　（1，D〉

図10　■目的関数の勾配だけで状態を変化させた時の目的関数値が予想できない

場合

制約条件式（3．3）だけを除外してんDCNと同様のシステムを作ったとしても，

同様の現象が生じる，上の説明は，便宜上2－Opt近傍を用いたが，実際にはんopt近

傍について入が大きくなる程，この間題は深刻となる・このこと－をさらに説明する・

位置αに要素和が配置される確率叱，れが0から1へと変化する時の目的関数

恥の催の変化△β咄（叱，れ＝0→1）および，叱，nが1から0へ変化する時の目的

関数昂咄の値の変化△風り（叱，れ＝＝1→0）は，以下で計算できる・

△β咄（叱，n＝0→1）
∂g咄

川こ、，～

△風り（叱，れ＝1→0）＝
∂且瑚

っまり△恥（叱，n＝0→1），△月瑚（叱，れ＝1→0）は設誉から直接計算でき季・

従って，入－Opt近傍へ順列が変化した時の目的関数払わブの変化量も▽vβ勅・∂Ⅴで

計算できると予想できる．ここで▽yβ咄は為りの勾配ベクトルルは状態変数Ⅴ

の変化土ベクトルを表す．

では，2－Opt近傍のみを考えた場合の目的関数の変化量を実際に計算してみる・

ここではⅤが順列pを表現しているとする．β＝p（e）と士＝p（J）が入れ替えられ

る場合の目的関数の変化圭は

β咄（Ⅵ，8＝1→0，り，t＝1→0，鴨，t＝0→1，り，き＝0→1）

一驚＋賢一W読由一恥；e，t－（驚＋驚一昭・β；′，f一弊輌）
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2．2e＋09

2．195e＋09

2．19e＋09敲

2．185e＋09

2．18e＋09

F　2．175e＋09
2．17e十09

2．165e＋09

2．16e＋09

2．155e＋09

2．15e＋09

入＝10
入＝20
入＝30
入＝40

5　1015　20　25　30　35

一回の掛アルゴリズムを実行した時の，自由エネルギーの時間変化をプロットしたグ

ラフである．グラフは入＝10，20，30，40の4つの場合について示した・入＝亜以外の場

合は，35ステップ以内で基本アルゴリズムが収束しているのでグラフが途中で終わって

図11基本アルゴリズム内での自由エネルギーの時間発展

となり，－（勒抽＋明知，t）＋帆；′，土＋呵僻，β）だけ，勾配から予徳できる借

▽y恥・Ⅳからずれている・同様に入－Opt近傍内での目的関数の変化量の計

算式を作っていくと，入の値を増やしていくほど，このようなずれを表す項の数は

増加し，上で述べた予想からのずれが大きくなる・すなわち入が大きくなるにした

がって，勾配法（2・14）が目的関数を下げる確率は小さくなると考えられる・この

とを確かめるために計算機実験を行った結果が図11である・一回の基本アルゴ

ズムにおける自由エネルギーの時間変化は全体的に下がる傾向にはあるが，時

として増加する．図11から，この自由エネルギーが増加してしまう現象は，入の債

が大きい時ほど，頻繁に起こることが確認できる・

制約条件（3・3）がないシステムでは，できるだけ多くの要素を入れ替えて，すな

ゎち，非常に大きな入の値を取る様にして，より大きく目的関数の値を下げること

を蘇みるであろう・しかし，これは上記の理由により実際はあまり成功しない・

以上の藩論から入の値が小さい程，自由エネルギーの極小化という点からは良い

ことになる．しかし，入の値が小さい場合，一回の基本アルゴリズムで探索できる
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2．16e＋07

乙155e＋07

2．15e＋07

乱145e＋07

駄句　2．1亜＋07

乱135e＋07

2．13e十07

久125e＋07

2．12e＋07

＝10

入＝20

■1∵■J∴・．．い．

10　　20　　30　　40　　50　　60

Step

基本アルゴリズムを繰り返し実行した時の昂瑚の値を，基本アルゴリズムの繰り返しス

テップ数のグラフで表した図である．グラフは入＝10，加，別の3つの場合について示し

てある．基本アルゴリズム払いつも新しい解を発見できるわけではない．基本アルゴリ

ズムが，解を発見できないステップにはグラフがプロットされていないため，グラフは途

切れている．

囲12んDCNアルゴリズムの時間発展
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加pt近傍が狭いため，如アルゴリズムを繰り返し実行すると，すぐに局所鏑

解に収束してしまうこの様子を示したのが図12である・図12を見ると分かる

ように，入の値が小さい場合ほど，すぐにβ砺の催が，ある一定値付近におちつい

てしまう條向がある・入の値が小さいため，局所最適解からの脱出が難しいからで

このように入－DCNは，自由エネルギーの緩和と非平衡ダイナミクスによる局所

最適解からの脱出の両方の性質を持っている・人跡さいと前者が，逆に入が大き

いと後者が優勢なシステムになる・そこで，入の値として問題に応じて中程度の催

に制限する制約条件（3・3）が重要になると考えられる・

3．6　結論と課題

大きな入の備に対しては，全ての沌換行列の中から最良なん置換行列を如る

のは計算暮的に困難である・本論文では，この困難を解決する為に，置換行列の空

間で定義される，自由エネルギーに基づくニューラルネットワークによる手法を

提案した．＝の手私人－DCN，んinteriorDCNは，雛が以前に提案した手法DCN

アニーリング（∞A）を改良した手法でもある・DCAよりも改良された点は，次

の2つの点である：（1）非平衡なダイナミクスを導入する土とによって，局所最適

解からの脱出を可能とした・従って，より多くの局所最適解を発見できるように

なった．このことにより，繰り返し回数を増やすほど7より良い解を発見できると

期待できる．（2）順列への置換操作を考えている？で，次々と行われる計算の途中

での解は，すべて解の候補となっているこれは｝我々のアルゴリズムがうま■く働

く理由の1つと考えられる・

計算槻実験において，雛は比較的大きな（Ⅳ＝引）～150）2次割り当て問題を

扱った．これらの問題に対しては，酎のアルゴリズムは現在のチャンピオンのア

ルゴリズムと同程度の解を計算できることを示した・また，2つのベンチマーク

に対しては我々のアルゴリズムは，以前のチャンピオンのアルゴリズムよりも良

い解を計算できる・従って，本論文で提案するアルゴリズムはQ肝に対する，最

も強力なアルゴリズムの1つであると結論できる・

人血te血DCNが扱う近傍は，節1・5で定義したた亜C血酢近傍Nた（打）と同じ
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である．表1は，た一既Cban酢近傍よりも入一班Cb弧酢近傍が＊近傍を扱う手法が，よ

り効率的であることを示している．したがって，入偲Ch弧酢近傍，N＊近傍をアナロ

グで表現する手法を構成できるならば，入」ntdorDmよりも高い性能のアルゴ

リズムを実現できる可能性がある．そのようなアルゴリズムの構成は，今後の課

題である．
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4．実多項式行列スミス標準形の安定な浮動小数点計算

法

節2，3では，ニューラルネットによる組み合わせ最適化間如解法について議論

してきた．これらのニューラルネットによる手法は，行列演算を多用するアルゴ

リズムである．従って，仮に行列とベクトルで表現された問題を，いくつかの部分

空間上め開削分割することができるならば，アルゴリズムの高速化を行うこと、

ができる．本飾では，行列で表された問題を部分空間上の問題に分割する時に有

用となる行列のジョルダン標準形，スミス標準形に注目する・特に，スミス標準形

を主配する．ジョルダン標準形も重要であるが，それはその特性行列のスミス

標準形から導くことができる・

スミス標準粉ま，行，列の基本的な変形操作とユークリッドの互除法の組合せに

ょって計斯きる・しかし，一般に行列岬イズが大きいときなどに，厳密計算

でその紺を行うと，膨大な時間と記憶容量を必要とする・そこで，浮動小数点計

算によって，その負荷を軽減できればよい・ところが，上述の計算法（アルゴリズ

ム）は不安定である・つまり，浮動小数点計算を用いるとき，入力値の精度桁がど

れほど大きくなっても，答が正確なスミ細準形に蛸するとは限らない・文献

【32】は，このようなアルゴリズムを自動的に変形して，計算の精度桁をある値以上

に大きくすると，正確な出力に近い答えを返すようなアルゴリズムを生成するテ

クニックについて述べている・

本節では，正確な入力に収束する近似列を一つ一つ入力していったとき，それに

応じて，その出力の列が正確なスミス標準形に蛸することを保証するアルゴリズ

ムを実現する．さらに，実際にそれを計算機で実行して，その効果を報告する・提

案する方法は，単純に従来のアルゴリズムに浮動小数点計算を導入したものでは

なく，文献［321の安定化手法のテクニックを導入する・文献囲はそのテクニック

を日本希に要約したもの，文献t叩は一般読者向けに平易に解説したものである・

まず4．2蔀では，安定化手法の概略を述べる・4・3節では7安定化手法を適用する

対象となるアルゴリズムについて述べる・スミス標準形を効率的に求めるアルゴ
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リズムは数多く存在するが，本研究では，効率性よりも安定性に重点を置き，不安

定性の原因を明確に説明するなどの理由で，最も素朴と思われるアルゴリズムを

選んだ．4．3．2節では，そのアルゴリズムの不安定性の原因について詳しく述べる・

4．4．1節では，元となるアルゴリズムに文献【32】のテクニックを適用する・4・4・2節

で，安定化の効呆を見るための例を示し，4・4・3節では，より大きな行列の大量な例

について計算機実験を報告し，安定化理論の有効性を示す・

4．2　アルゴリズムの安定化手法

文献【32】に基づき，次のクラスのアルゴリズムについて安定化手法を説明する・

●入力，中間ステップ，出力の全てのデータは，軸1，‥・，ヱm】10に属する・兄は

実数体の部分体である．

．アルゴリズムで行われる操作は，β［ェ1，…，ヱm】における加算，減算，乗算，剰

余計算のみである．

●述語の不連続点は，あるとすれば0のみである・

ここで，剰余計算とは，多項式を多項式で割ったときの剰余を計算することであ

る．変数が1つしかない場合は，普通の多項式の除算のアルゴリズムを使う・剰余

計算において，割られる多項式の各係数を，割る多項式の先頭の項の係数で割ると

きに，体見での除算が行われる・2変数以上の場合は，主項を定義するための項順

序が必要となるが，スミス標準形を計算する場合は1変数の多項式しか取り扱わ

ないので，ここでは，項順序についての詳細に立ち入らない・

次に述誇の不連続点について説明する．述語は多項式の集合から

（“TRUE”，“FALSE”）

への写像である．述語pは，ム→Jとなる呵∬1，…，芳m］の要素の列（曲が存在

して，p（ム）カp（J）（すなわちp（ム）≠p（J））となるとき，J∈坤1，…，〇m】で不連

続と言われる．ここで，ム→Jとはムが係数ごとにJに収束することを示す・係数

10係数が月の要素で，変数が訂1，．．．，腋mである多項式の全体の集合・
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の収束とは普通の実数集合における収束を示す・0が述語pの不連続点であると

は，従って，0多項式（全ての係数が0である多項式）において述語pが不連続であ

上述の3つの条件を満たすアルゴリズムを不連続点0の代数的アルゴリズムと呼

ぶことにする．多項式を扱う大抵の数式処理のアルゴリズムは】不連続点0の代数

的アルゴリズムであるか，またはそれにに変換できるものである・例えば，ズ＝3？

という述静は，y：＝ズー3という変数置き換えとy＝0？という不連続点0の述語

簡単のために，アルゴリズムに現れる換作は，多項式演算と剰余計算しかないと

しているが，文献【32】で岬方根や微分やどの他の多くの関数についても感凱

Aを不連続点0の代数的アルゴリズムとする・Aは近似入力に対して，不賓定

となることがある．例えば次の皐うなアルゴリズムβを考える＝

初期設定：　（ズ）

1．　　y＝3ズー1

2．　goto4・ify≧0

3．　　　StOp（0）

すなわち入力ズに対して，アルゴリズムβは，3ズー1≧0ならば1を返し，そう

でなければ0を返す．入力がズ＝1／3の場合を考える・β（1／3）は1の値を返す・し

かし，任意の精勤躇し，浮動小数近似（1′恥は0・釘となり，β（（1胤）は

いつも0を返してしまう・これが不安定性である・換言すれば，（1胤→（1／3）で

ぁるが，β（（1動けβ（1／3）で・ぁる・βは，不連続点として‡0）をもつ述語y≧0

を持っているので，不連続点0の代数的アルゴリズムであるこの不連続性がア

ルゴリズムの不安定性の原因である・

アルゴリズムの安定化は，アルゴリズムの構造を変えずにデータ集合を変える

ことで行われる．データ集合は，元の係数から区間係数に変えられる・区間係数
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は，2つの浮動小数点数のペア［A，α］で表され，Aは中心，αは半径を意味する・tA，α】

は，l∬－Al≦αな畠実数∬の全体を表現する・区間の詳細について吼文献【21を

参照されたい．元のアルゴリズムにおいて係数の間で演算が行われる部分は，区

間係数の間で区間演算が行われる．キーポイントは，述語を評価する直前に，「0書

換え」を行うことである．具体的には，区間係数が0を含むとき，その区間係数を

0区間（中心0半径0の区間）に事き換える・それ以外のときは，何も変えず，その

ままとする．0書換えを行った後，その区間係数の第一要象つまり区間の中心に

おいて述静を評価する．0事換えの重要な特徴は，区間係数の列の収束性を保存す

ること，そして，区間係数の列牢ミ0に収束するならば，0書換えされた区間係数わ

列は有限回で0に「到達する」という点である．従って，述語が不連続点の0で評

価できるようになる，もし0書換えを行わなかったとしたら，述静は0の値で評

価されない可能性があり，もとより0はその述語の不連続点であったため，アルゴ

リズムは元のアルゴリズムと同じ実行過程を辿らなくなる．

アルゴリズムの安定化手法についてまとめる．Aを不連続点0の代数的アルゴ

リズム，∫叫A）を文献一軍】のテクニックによって安定化されたアルゴリズムとす

る．アルゴリズムJ而（A）は次の特徴をもつ・

区間領域データ領域は区間を係数に持つ多項式の集合である．区間係数は［A，α］

の形をとる．ここでA∈点であり，qは非負の実数である．【4α］は，集合

（∬∈月1】〇－Al≦α）を表現する・

区間演算区間係数の加減乗除に対しては，区間演算を用いる【2］・区間係数間の、二

項演算子＊∈（十，－，×，÷）に対し，

【A，α】＊【β，β】＝【A＊β，7事］，

である．ここに，7＊は，

lエーAl≦α，lお一列≦β⇒lェ＊y・－A＊β1≦7＊

を満足するように定義される．
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0書換え不連続点0をもつ述語が評価される直前に，0書換えを行う・すなわち，

各区間係数机に対して，lCl≦7ならば【C，71を［0抑こ書き換える・そ

うでなければ，【C，7】のままとする・

叫A）は区間係数多項式を入力として受け入れ，区間係数多項式を出力として掃

き出す．Aに対する元の入力J∈恥‥りごm］は，区間係数多項式の列‡叫仙

に近似される．具体的には，Jを∑卓1，…，i鼎ふか・疫とすると，抽（J膵次のよ

∑【（軋ふ）j，（帰m）jl針・・疫，

ここで，それぞれのjに対して

1恥ふ－（恥トん）ゴー≦（α‘1ふ）ブ

0でありJ→－∞のとき，全ての豆1・‥壷何に対して（αil・‥im）ブ→0である・このと

き，省略して叫瑞→Jと辛く・鋸に対し，叫A）を入力叫J）jで実行したと

き，その出力を抽（A）（抽（J）j）と表記する・

次の定理はJ叫A）の特徴を述べている・

定酎（係数収束【32】）入力′∈恥‥・，∬mlに対してアルゴリズムAは正常

終了するとする．抽（J）ブ→Jとなるよぎな区間係数多項式の列（叫仙を考

ぇる．このとき，ある萄が存在して∴仁≧れならば′入力抽（J）Jに対して抽（A）

は正常終了し，かつ，

抽（A）（J而（〆い→A（外

しかし，この係数ごとの収束だけでは，正確なスミス標準形を計算するという目

的にはまだ不十分である・最終的にもう一度0書換えを行う必要がある・すなわ

ち，出力叫A）（叫J）ブ）の各区間係数に0書換えを行う・そして，各区間係数の

第一要素のみを即出して，出力を普通の実係数多項式に戻す・このように，基本

的には抽（A）と同じであるが，最後にその出力を0書換えし，実係数多項式への

変換を行うアルゴリズムを以下九叫）兄と表す・
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最後の0書換えの効果は，「台収束」と呼ばれる，係数収束よりも強い収束を実

現することである．台収束について説明するために多項式の台を定義する．多項式

J＝．∑軋＝‘れ針‥疫

の台とは，0でない係数をもつ変数の巾積（係数1の単項式）の集合

（ヰ…疫l恥．Jm≠0）

であり，動押（J）と書く．同様に区間係数多項式ダに対しても飢卿げ）は，区間係

数が【0，0】でない中林の集合である・直観的に言えば，台はr多項式の形」である・

J叫A）R（J叫J）ブ）の形は有限回のステップで（ある有限のゴで），A（J）の形と同じ

になる．換青すれば，九叫）R（J血（J）ブ）の係数で，0に収束するものは，有限ステッ

プで0に到達する．これを台収束と呼ぶ．これが，正確なスミス標準形の計算のた

めに必要となる．

次の定理が，∫mf（A）月の安定性を述べるものである・

定理2（台収束t32】）定理比同じ仮定を置く・このとき，あるれが存在して，

メ≧nのとき，入力J血（J）ブに対してJ而（A）Rは正常終了し，かつ

J．J而（A）R（J雨（J）j）→A（J），そして

g．あるⅣがあって，ブ≧Ⅳならば，

飢卿（J而（A）点（力虜（J）ブ））＝飢如（A（J））・

係数収束や台収束の実用例として，プッフバーガーのアルゴリズム【30，31］やス

ッルムのアルゴリズム【39］などがある・その他の例は，文献［37］を参照されたい・

4．3　スミス標準形

4．3．1　アルゴリズム

ここでは，成分が坤］の要素である正方行列に対して，スミス標準形と単因子

に関する理論を復習する．この理論は単項イデアル整域上の矩形行列に対しても
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成立する【20，19］・成分が属の要素であるれ×乃の正方行列の集合を吼（属）とし

て表す．吼（瑚）は，確数の多項式を成分にもつ行列の集合である・A∈・娩（兄）

とする．この研究の目的は，Aの特性行列A－∬β∈吼（瑚）のスミス標準形を

計算することである・ここでガは吼（呵の単位行列を表す・

スミス標準形は肌（叫）での行と列の基本変形によって計算できる・基本変

形とは次の3種類の操作を言う・

．行または列の入れ換え・

．行または列ベクトルのスカラー倍・

●行（列）ベクトルを多項式惜したものを別な行（列）ベクトルに加えること・

A（〇），坤）∈肌（軸）とするとき，A（ェ）が有限回の基本変形で坤）になると

きA（ェ）とβ（〇）は対等であるという・

定理3（スミス標準形）任意のA（芳）吼次の対角行列と対等である・

el（∬）

e2（ヱ）

，み（∬）

0

0

（4・1）

ここに，ei（∬川＝1，…，r）は以下を満足する・

J．eト1（∬）はei（∬）を割り切る作＝2，・‥，り・

g．ei（可作＝1，‥・，りの主係数は1である・

定理に現れる多項式el（れ‥，er（ご）をA（諾）の単因子と呼ぶ・単因子は，A（∬）

から一意に決まる阜1）の行列をA（訂）のスミス標準形と呼ぶ・

定理3はよく知られた定理であるが，ここではその詳しい証明を載せる・その理

由は，その証明が構成的で，そのままでスミス標準形を計算するアルゴリズムを表
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現していること，そのアルゴリズムの不安定性の原因を説明するのに簡便である

こと，実際にそのアルゴリズムを実装してそれを安定化し，計算機実験を行ったこ

との3つである．なお，証明には文献［38】を参考にした・

証明：

証明は，いくつかのステップからなる．ここでA（訂）＝【旬］1≦虚J≦れとする・

Ⅰ．「A（∬）＝0ならばA（ヱ）はスミス標準形である・」

以下ではA（ご）≠0の場合を考える・

ⅠⅠ．「任意の（塵，刃に対して，A（∬）と対等なβ（∬）が存在して，む11＝旬である．・

ここに，わ11はβ（J）の（1，1）成分である・」

これは明らかである．i≠1，ブ≠1のときはA（∬）の豆行と1行を交換し，次

にJ列と1列を交換すればよい．

ⅠⅠⅠ．「勘1がA（〇）の第1行（第1列）の成分を全て割り切るならば，A（ェ）と対等

なβ（∬）が存在して丸1＝勘1であり，（1，1）成分以外の第1行（第1列）の成

分が0である．」

もし，叫＝研11（j≠1）ならば，ブ列から1列の匂倍を引けば，第1列の（1，1）

成分以外を0にできる．

ⅠⅤ．「第1行（第1列）に勘1で割り切れない成分があるとき，A（ェ）と対等なβ（∬）

が存在して，deタ（毎）＜deg（α11）なる毎をもつ・」

例えば，α‘1がα11で割り切れないとき，

α豆1＝曾αu＋r，0＜degr＜degα11

となる2つの多項式曾，γが存在する．第1行を曾倍してそれを五行から引け

ば，deg（むil）＜deg（勘1）を満たすβ（∬）が得られる・

V．「aijをA（x）の0でない最小次数の成分とする・d（A（x））＝degaijとおく・

αijで割り切れない成分αた‘が存在するならば，A（∬）と対等なβ（∬）が存在し

て，d（β（∬））＜d（A（∬））となる・」
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行，列を入れ換えてもd（A（抑ま変化しないので，（Ⅲ）よりd（A（〇））＝deg¢u

と仮定してよい．第1行（第1列）に触で割り切れない成分があるならば，

（Ⅳ）から（Ⅴ）がいえる・従って，第1行と第1列の全ての成分がα11で割り

切れると仮定する・触＝帥1とせよ・鋸＝2，…，れに対し，撒から第1

行の挿を引いて得られる行列を8（ェ）とする・するとcll＝恥ql＝0

（盲＝2，‥リm）となる・C（∬）の（り）成分は

となる．仮定より伽は触で割サ切れず，かつ咄は触で割り切れるので，触

は触で割り切れない・C（∬）の第1行に第締を加えてできる行列をβ匝）と

する．坤）はA（∬）と対等であり‥，du＝Cリ十触＝触＋旬はdll＝Cll＝軸

で割り切れない．よって，（rV）によりP（慮）と対等で，de抽＜degdll＝

deg触＝d（A（翔となるような成分毎を持つβ何が存在することがい

ぇた．β（かまA（∬）と対等であり，嘩（翔≦de抽＜d（A（∬））であるから，

Ⅳ）が証明された・

Ⅵ．rA（∬）と対等な行列β何が存在して，β何の全ての成分毎を割り切る毎

叫をd（A（瑚＝de純なるA（訂）の成分とせよ・侮ゴがA（∬）の全ての成分を

割り切るならば，β回＝A（J）とすればよい・それ以外の場合は，（Ⅴ）より，

d（β回）＜d（A（瑚となるA（∬）と‥対等な坤）が存在する・坤）がその全

ての成分を割り切る成分をもっていれば，証明は終り・そうでない場合は，再

び（叩こよりd（C（ェ））＜d（帥））となるβ（∬）と対等なC（∬）が存在する・

この議諭を繰り返す．d（A（∬））が自然数であるので，この議論は有限ステップ

で終了する．これで（Ⅵ）が証明された・

Ⅷ．rA（ェ）と対等な坤）が存在して，次を満足する・

（1）hl≠0

（2）れ1＝毎＝0（i＞1，j＞1）

（3）わ11は毎（豆＞1，ブ＞1）を割り切る・
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（4）わ11の主係数は1である・

（Ⅵ）よりカ（∬）と対等なC（ェ）が存在して，その全ての成分を割り切る成分

旬を持つ．C（∬）の行や列の入れ換えを行い，dll＝句となるように行列

β（∬）を作る，β（∬）はA（∬）と対等であり，dllがか（∬）の全ての成分を割り

切る．（m）より，∂（∬）と対等であり，（ⅤⅢ1）と（Vm）を満たすβ（∬）が存在

する．このとき，月（和ま（ⅤⅢ3）も満足する・何故ならば，例えば（Ⅲ）におい

てdりU＞1）を消去するとき，結果として得られ早成分は′，

勾一鞄鴎1（豆＞1，ブ＞1）

となる．ここに，dリ＝鞄dllで，各成分はdllで割り切れる鮎（豆＞1）を鱒去

する場合も同様）・従って丸はわ1＝．dllで割り切れる・さらに，β（ェ）の第1

行をhの主係数で割れば，（VH4）も満たされる・

Ⅵm（ⅤⅢ1）－（VH4）を満たすβ（∬）を半標準形と呼ぶことにする・月（〇）は以下の

ように書ける．

引力＝［㌔1βヱヱ）］

β1（ヱ）を（ⅥⅠ）におけるA（ご）に置き換えて考えると，β1（ヱ）は以下の半標

準形と対等である．

cl（£）＝［慧㌶∬，］
あ11は夙セ）の全ての成分を割り切るので，hlがCl（ヱ）の全ての成分をも割

り切る．β1（J）からCl（∬）への基本変形をβ（ヱ）にも行うと以下の行列を

得る．

hl

C（ヱ）ニ　　　わ2

1

β2（訂）

この手続きを繰り返すことにより，定理のスミス標準形が有限ステップで得

られる．

63



noindent証明終り

定理3の証明でのステップ（Ⅰ）－（Ⅴ叩から成るアルゴリズムを以下抑鵡で

表す．

4．3．2　不安定性

アルゴリズム抑助の不安定性の原因となるいくつかの側面について議論す

る．まず，涌出こおいて，多項式′が多項和を割り切るかどうかの判定が頻繁に

起きる．ステップ（m），岬，（叫がそうであるこの判定はgをJで割った余り

が，0多項式（全ての係数が0である多項式）－であるかどうかに帰着される・多項

式が0多項式であるかどうかという述語は不連続点0をもち，これがアルゴリズ

ムβ励九に不安定性を生じさせる可能性がある・次に，多項式から主項または主

係数を選ぶという操作に，暗に不連続性が含まれている・多項式のま項とは，係数

が0でない単項式で次数が最大のものをいう・この操作は，多項式同士の除算を

行い，剰余を計算するときに常に必要となる・実際，（勒（Ⅳ），仰，（Ⅷ）におい

て現れる．この操作のもつ不連続性について説明しする・主項を運ぶためには係

数が0であるかどうかの判定が必要となる・前述のように，この述語は不連続点0

をもつ．主係数についても同様である・詳細は文献囲にある・

結論として，抑肋は不連続点0の代数的アルゴリズムであることがわかる・

次にアルゴリズム抑肋の不安定性の現象が具体的に起きる例を示す・以下カ∈

鳩（叩こ対し，Aの特性行列A一山冒∈几‰（月剛をA（£）と書く・よく知られて

いるように，Aが体月に多重固有債αをもつとき，抑抽（A（抑ま不安定とな、りや

すい．より詳しく言えば，A（∬）の最後尾の単因子‰（∬）が（£－α）た（た≧2）とい

ぅ多重因子をもづときである・この現象は，Aのジョルダン標準形の不安定性とも

深く関連している．実際任意の行列A∈吼（月＝こ対し，ある「摂動方向行列」

ダ∈帆（呵（Fの成分は0か士1）が存在して，0＜1∈l≦1なる任意の∈に対し，

A＋♂がれ個の相異なる固有値を持つ・（実は，ほとんどの摂動方向行列がこの性

質をもつ．）榊は，文献t18］を参照されたい・以降に示す例では，いずれの場合も

行列Aが全て体Rに多重固有値をもつという上記の性質を満たしている・
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例1次のような鳩（Q）の行列Aを考える・ただし，Qは有理数全体の集合で

ある．

2　0　1

A＝　－11－1

－10　0

このとき，m助（A（∬））（A－ヱβのスミス標準形）は以下のようにな■る‥

訓戒班（A（J））＝

1　0　　　　　0

0　∬－1　　　0

0　0　∬2－2∬＋1

ここで，摂動方向行列として次のダを考える：

－1　0　　0

ダ＝　1　0　1

0　－1－1＿i

摂動の大きさ亡を0．000㈹1とする．そして摂動された行列A＋モアを4で表す．す

ると，A‘は次のスミス標準形をもつ：

1　　0　　　0

βm離（j（∬））＝　01．0000　0

0　0　p（∬）

ここに，p（∬）＝1．0㌔－3．0㌔＋3血－0・999錮7である・

どんなに小さな亡に対しても，スミス標準形の「形ユは正確なものと一致しない・

言い換えると，∈→0であってもm宜兢（Å（∬））→βm肋（A（∬））とはならない．
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4．4　スミス標準形計算の安定化

4．4．1J九豪（βm抽）R

4．2節で説明したアルゴリズムの安定化手法を古典的なアルゴリズム抑助に

叫βm叫について説明しする・まず叫βm叫のデータ領域は，区間係数多

項式を成分とする行列の集合である・ここで区間係数多項式とは，1変数で係数が

区間である多項式をいう・区間演算が行われるのは・区間係数多項式の行列に基本

変形を行うとき，および区間係数多項式同士で除算を行い剰余を求めるときであ

る．0書換えが行われるのは，4・3・2節で説明したように，剰森多項式が0か・どうかを

判定する述希を評価する直前・および，多項式の係数が0かどうかを判定する述語

を評価する直前である・しかし，4・3・2節で述べたように，アルゴリズムの記述に述

帯が陽に現れていない場合があるため，実装上は，行列の基本変形や多項式の除算

を行った直後で0書換えを行うことにする12・さらに抽（gm勅は，抽（抑叫

の出力行列の各成分の各係数に0書換えを施しその結果の各区間係数の第一要

素を取り出すことによって，実係数多項式行列に戻すアルゴリズムである（4・2節

の抽（A）Rの定義を見よ）・

定理2より以下が成り立つ・

定理4（抑鵡の安定化）行列A（∬）＝一触1∈吼（瑚＝こ対して′区間係数多

項式の行列の列抽（A仙＝t抽（αたf）ブ】で，成分ごとにA（訂）に収束するものを

考える．すなわち各（刷について，抽（軸心→触となる行列の列を考える・、この

J．抽（βm叫R（抽（A（勅）→抑叫A（ヱ））が行列成分ごとに成り立つ・

より効率的で実用的なものが多く存在する

【16，15，3司・効率性を追求するならば，これらについても安定化を行い・その有用性を示すことは

重要であろう．文献t29】は，古典的なアルゴリズムの安定性について議論し｝また有限精度のp遠

近似計算でスミス標準形を計紺る方法を捏果している・これは，われわれの研究に密接に関係す

る．

12実装上の藩論は文献t36】に詳しい
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g．あるⅣが存在して，J≧〃ならば

飢卿（J扇（βm軌）R（J而（A（ご））j）＝飢卿（βm豆班（A（∬）））・

が成り立つ．

ム4．2　例

抽（抑助）只の効果を見るために，具体的な実行例を挙げる・実験は，抑離と

J而（βm正九）RをM叩1eV蝕e舶e3閏で実装し，計算機はHP9000〝罰を使って

行った．Mapleは1hearalgebraというバッケ←ジに“虹山th”と‥いう組み込み関

数をもっているが，これは浮動小数点や代数約数の係数を受けつけない．

例2例椰■A＝二こ‡二i

2　0　1

－1　0　　0

ダ＝∵∴＿i

2－g Ol■至

A（∬）＝　－11－エ　ー1

－1　　0　　－ご；

となる．A（ご）に収束する区間係数多項式の行列の列として，例えば“［A＋10－呼，10‾ゴト

ェ【β，0】”を考える・すなわち，J血（A（ヱ））ブとして，

［2－り，eプト【1，申　【0，eブ］　　　【1，ej】

ト1＋ej，ej】　tl，eゴト【1，申　卜1＋eゴ，eブ】

ト1，eメ］　　　卜ej，り］　卜ej，ej】－【1，0］g
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を考える．ここに

ej＝10一メ

である．明らかに抽（A（勅→A（∬）である・抽（抑叫に（叫A（勅）jを入

力すると，次のようになる・J＝2に対しては，抽（抑叫R（抽（A（ご））2）＝

1ごこ　：l
o ol．が－3．ぱ＋3伽一1・り

である．この結果は血叫A（瑚と台が一致しない・しかしゴ＝3に対しては，

J而（βm鵡）R（J雨（A（可）a））＝

「1．00　　　0　　　　00　1．00∬－1．00　0

L o o p（可

となる．ここに劇ご）＝1・0ぱ－え地＋0朋7である・この結果は，抑叫A（∬））と

台が一致している・またブ＝4，…，10で各係数の収束性も実験で観測した・

次に摂動方向行列ダをあらかじめ指定せず，Aを単に浮動小数点近似する場合

について考える．

例3A＝
土壁　堅堤　」L　＿＿墾＿
153　153　153　　153

＿旦　皇祖　旦　＿旦
153　306　153　　　306

＿且　亘Ⅱ　遊星　＿裏竺
306　612　306　　612

＿翌　週　堕　　坐
51　51　51　　51
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柵喜…（〇三1）2（。至1）2「i
となる．Aの5桁の浮動小数点近似Aを考える．

A＝

0．69935　1．3203　0．052288　－0．39869

－0．18954　1．3758　0．16340　－0．12092

－0．23203　0．942畠11．0621．－0．28595

－0．43137　0．37255　0．50980　0．86275

単に卯扇班にA（ェ）を入力すると，正確な形の行列を返さない・

抑成仏（A（∬））＝

1．0000　　0　　　0　　　0

…1－㌻ち聾ま，＿i
ここに，p（J）＝1．0000〆－3．959餌3＋5・9237㌔－3・粥㍗ヱ＋1・OMOである・

具体的には以下の様にして，正確でない計算結果が導かれる・定理3で説明した

アルゴリズムのⅤⅢにより以下の半標準形が導かれる．

点（ェ）＝

1．3203　　　0　　　　0　　　0

0　　－0．0012504　　0　　　0

0　　　　0　　pl（∬）旗（∬）

0　　　　0　　難（∬）p4（∬）
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ここで，pl（∬）＝241・49－483肋＋241肋2，拘（∬）＝－173・21＋346・伽－

173加2，如）＝799・78－1599・5∬＋799胸2，p4（〇）＝－571・12＋1142・2∬－

この行列が計算されるまでは，厳密に定理3のアルゴリズムを実行した時と同

じ形の行列が計算課程の途中においても計算される・次に定理3のⅥⅠⅠにより，β

の部分行列

良＝にニニ：］
に対して誹，ⅠⅠⅠ‥・の操作が順に実行される・Ⅰ，ⅠⅠはぁを変化させない・ⅠⅠⅠにおい

て射1（グ）＝包3（∬）が釣（∬）＝島，4（恒3（〇）＝包，3（∬）を割りきるか，の判定が

行われる．つまり除卯剰余の0判定が行われる・浮動小数近似を断ていない

アルゴリズムにおいては，割りきる，という判定行う・そして定別のⅠⅠⅠにより，

正確なスミス標準形を那・しかし，浮動′順近似においては，割りきれない行列

要素がある，という判定になり，定理3のⅣの操作に入ってしまう・

桁数を高めてj＝1000まで計算したが，正しい形の行列は得られなかった∴

の原因は，つまり，単純な浮動小数点近似では，正しい0判定が出来ないことにあ

る．叫抑軌はどうか？A（ェ）に収束する区間係数多項式の列‾‡叫A柚）メと

して“げ叫（A（ェ）），e仰紳））1，，を考える・すなわち行列成分は，そ畔対応す

るA（∬）の行列成分の肺での区間（浮動少数点近似とその醍の上界）である・す

るとノ頑抑批）R（J頑A（勅）＝

1．0　0　　0　　0

0　1．0　0　0

0　01．0ご2　0

0　0　　0　0
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となる．まだ，精度桁が足りない・

∫而（β血叫R（J而（A（ヱ））3）＝

1．00　　0 0　　　0

0　1．00　　0　　　0

0　　0　pl（∬）　0

0　　0　　0　鍍（£）

釣（∬）＝1・00㌔一？・0肋＋1・01

如（〇）＝1・00㌔－2・0肋＋0・9紺

J＝3とすると正確な形の行列を得る・メ＝4，…，10に対して，

†∫雨（抑鵡）R（∫血（A（可）メ）‡ゴがβm抽（A（J））に成分ごとに台収束することを実験

により観測した．

最後に無理数を含む場合を考える．

例4Aとして城（Q（、乃））の要素を考える．ただし，Q（ヽ乃）は集合（α＋む1乃】

α，わ∈Q）である・

A＝（36鵬ヽ乃一85亜）‾1×

（

＋ヽ乃

6322　　－186

－1788　6844

－9834　－2046

－5364　－1116

－8545　　252

0　　－8041

0　　　2772

0　　1512
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－408　　959

－816　1918

2728　10549

－244812970

－24　　　40

－48　　－80

－8809　－440

－144　－8785

）



1　0　　　0　　　　0

0　∬－、β　　0　　　0

0　0　∬一ノ豆　　0

0　0　0（〇一㍉）2

このとき，

βm鵡（A（∬））＝

同紙単にA（∬）の浮動小数点5桁による近似A（∬）をβm鵡に入力すると，

抑助（A（わ）＝
1．0000　0　　　0　　0

0　1．0000　　0　　0

0　　　0　1．0000　0

0　　0　　0　p（∬）

ここ・に，p（∬）＝1・00批3－7・828血2＋16・141∬一9・9985
である．この場合の不安

定性の原恥例3と同様の形の行列が導かれた後の定理3のⅠⅠⅠでの割りきるか

どうかの判定，が正しく行われていないことによる・この原因は単純な浮動小数

点近似では，正しい0判定が出来ないことにある・

これは，不安定である・j＝1000でも安定な結果が得られなかった・ところ

が，抽（ざm叫丘によれば・j＝5（かつ5より大きいいくつかのブ）に対して，以下の

ような正確な結果が得られた・

血f（抑肋）R（IJ頑A（勅1）＝

1．0000　0　　0　　0

O pl（∬）　0　　0

0　　0　p2（∬）　0

0　　0　　0　p3（ヱ）

ここに，pl（ェ）＝1・00批－1・41447如）＝1・0000〇－1・4143，如）＝1・0肋2－

2．8282J＋1．999である・

72



1e＋07

1e＋06

100000

10000

SeclOOO

lOO

lO

l

O．1

1e＋07

1e＋06

100000

10000

SeclOOO

lOO

lO

l

O．1

入＝2

Int

Ⅳaivejp

βmitb㊤－
（smitb）■－
（smitb）甚ト

4　5　6　7、8　9　101112131415
Inputsize

16　17

．＼ニ、・ラ

Int

Ⅳaivejp

smitb㊤－
（smi七b）■－
（smitb）甚ト

4　5　6　7　8　9　1011121314151617

Inpllt由e

図13　計算時間
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図16正確な台を与える最小精度桁

4．4．3　実験結果

前節では，二三の例でJ而（きm助）月の安定性を観察してきた・この節では，より

大きな行列の大量な例について，次のデータをグラフによって示す・

●計算時間

●素朴な浮動小数点計算と厳密計算との比軌

●提案手法と厳密計算との計算時間の比

●J而（gm助）月の一回の実行中，0書換えによって0に置きかわった区間の個数・

●正確な台を与える最小の桁数（定理4のⅣ）・

，入力のサンプルは，多重固有値をもつようにランダムに生成した・すなわち，β

を同じ実数が2回以上現れる対角行列，Pをランダムな正則整数行列としてA＝

クー1βPを入力とした．Pの生成には，Mapleのランダム関数を使った・簡単のた

め，次の2つの場合について実験を行った・（1）Aの全ての固有値が2の場合，（2）

75



Aの全ての固有値が㍉の酪（2）の場合には，アも㍉をランダムに含むようにし

た．それぞれのグラフは，各サイズに対し，10個の異なるサンプルについでの平均

図について説明する・全ての図で，横軸は，乃×mの入力行列のサイズ乃を表し

ている．縦軸は，最後の図を除き，底10の対数目盛で書いてある・なお，グラフに

不足している点や約与えられた計算機環境内で耐えられる時間内に出力でき

なかったため計算を打ち切り，対応するデータが得られていないことを示す・

図13では，糾は計算CPU時間（秒）を表す・（1）固有働が2の場合，（2）固有値

入が㍉の場合の両方について記している・別止tb舟t（8mitb），Ⅳ中ejp（血tb）

はそれぞれ，抑舶の厳密計算，抽（βm叫Rの計算，βm肋の（0の判定を行わな

い）鮒な浮動小軌紆嘩を示す・加（smitb）の精鋸，正確な台を与える最小

の桁数を使った．鮎Ⅴ叫（8mitb）に対してもそれと同じ桁数を使って計算した・

桁数については，囲16を見よ・

図14は，図1抄ら尊かれるもので，如thのInt（8mitb）に対する計算時間の

比を表す．

図13でのInt（smitb）の一回の実行において，qは0ではないが

lql≦乃であるため【q，が囲に書き換えられたその【q，Ⅵ】の個数を示す・

図1畔正確な台が最初に出現する桁数すなわち，定理4におけるⅣを示す・

考察：図1絶ぇれば，予期していた通り，素朴な浮動小数点計算Ⅳaivejp（snitb）

が最も速いことが分かる・しかし，ブ＝1，000桁の精度で計算を行っても正確な台は

得ることはできなかった・0書換えを行わない素朴な区間解析法でもⅣaiveJp（戸山b）

と同様であった．すなわち0書換えなしでは1，000桁の精度で計算をしても正確な

台を得ることはできない・一方，提案手法Int（smitb）では，図16で示すように比

較的小さな桁数の計算で安定な結果が得られる・従って0書換えが実際に効いてい

ることがわかる．このことは，図15によっても確認される・大まかにいえば，計算

時間は，8mitb舟t（別止tb），批Vejp（8mith）はどれも，対数目盛上で行列サイズ

と共に線形に増加しているように見える・すなわち通常の目盛上では指数関数的

に増加している．園13と図14からいえることは，有理数係数の場合，Int（smitも）

はBmitbより必ずしも速くはない（少なくとも中くらいのサイズの行列に対して
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は）のに対し，係数が無理数を含むような複雑な場合には，Ⅰェt（＄mitb）はsmith

より，はるかに速い上とである．さらに，工nt（8mitb）は，Ⅳaive・和（smitb）・より区

間演算と0書換えの計算コストの分だけ計算が遅くなるが，はるかに安定である．

4．5　結論

スミス標準形を，有限精度の浮動小数点計算を用いても安定に計算できるため

の手法を提案し，実際にその効果を実証した．今後の課題としては，行列が与えら

れたとき，本手法がスミス標準形の正確な台を与えるのにどれだけの桁数が必要

であるかを理論的に見耕もることが挙げられる．また，安定化手法をより効率的で

実用的なアルゴリズムに適用し，スミス標準形の高速で信頼性の高い計算方式を

実現することも重要である．
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5．まとめ・

本研究では，ニューラルネットワークによる新たな組合せ最適化問題の解法を

提案した1つめの手法は，カオスニューラルネットを用いた最適化問題の解法

を，座標変換によって改良する手法である・この手法は，目的関数の滑らかさを

示すラブラシアンの空間平均を座標変換によって小さくし目的関数が持つポテン

シャルバリヤを取り除くことで，カオスによる非平衡ダイナミクスが，このポテン

シャルバリヤを乗り越えやすくし，より広い空間を探索できるようにする手法で

ぁる．この座標変換をQAPLIBの密で大きな■ベンチマークに適用した結果，20％程

度ラブラシアンの空間平均を小さくすることができた・この座標変換による軸

を，カオス的DCN（CDCN）に適用した結果，計算機実験で，より多くの局所最適

解を発見できるようになることを僻した・この座標変換手法は計算時間は2倍

程度にしか増加させない手法であり，問題の大きさⅣが100程度の大きな2次割

当て闊にも適用可能である・また，この手法の基本的な考え方はCDCN以外の

勾配法と類似点をもつ手掛こも適用可能である・

提案した2つめの手掛ま，入一Optヒューリステイクスのアナログ版による基づく

手法である．入－Opt近傍をアナログ的に表現し，その人岬t近傍の解を全て探索す

るのではなくアナログ的な判定基準で選び出された解のみを探索することで，少

ない計算時間でより広い入－Opt近傍を探索することが可能となった・この手法を

QAPU旧のベンチマークに適用したところ2つのベンチマークについては牒来

のチャンピオンである手法よりも良い解を発見できた・また，他の大きく対称で

密なべンチマークについても，従来のチャンピオンである手法と同程度の解を発

さらに，これらニューラルネットによる手法を高速化するための1つの手法と

して数式処理に注目し，本研究で提案したアルゴリズムで良く使われる行列演算

の高速化を行う為に必要な基礎的研究を行った・多くの行列演算は部分空間ごと

の演算に分割することで，高速化することができる・その為には行列のジョルダ

ン標準形やスミス標準形を求める必要がある・ジョルダン標準桝スミス標準形

から求めることができるが，安定化理論による手法で大きな行列のスミス標準形
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を求める時に必要となるパラメーターを見積もる為の計算機実験を行った．

以上の研究により，大規模な2次割当て問題のより良い近似解を，より高速で

求めることが可能となった．しかし，本研究で提案した手法で入－DCNおよび，ん

interiorDCNは，まだ改良の余地のあるアルゴリズムである・今後の課題は，さら

に良い解を発見できるように入－DCNおよび，入－interiorDCNを改良することにあ

る．また，本研究で提案したQAPの解法はいずれも非対称なQAPに対しては，あ

まり力を発揮できていない．QAPLIBにおける，非対称なべンチマークに対して

も実用的解を計算できる様にアルゴリズムを改良することも今後の課題である・
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付録

A．ボルツマンマシンとニューラルネットワーク

ここでは式（1．17）の導出を行う・式（1・9）のシステムを♂iではなくスピン烏を

使った表記に書き換えると

p（烏→薫）＝　カ（－△恥）＝
1

1＋e叩（β△恥）

△β叫　＝　恥（g卜晦（β）

（A・1）

（A・2）

となる．〆烏→ぢ）は，長の値が変化する確率を示す・△髄は筑が変化した場合

の目的関数晦の変動量を示す・スピン烏が変化した時の式（1・16）の恥を考え

るために，式（1．16）で薫の関係する項のみをとりだす占

瑚∑勒ち＋坑】

となる．哉＝0の時に烏が変化して昂＝1となる確率は

〆烏＝0→1）＿＝以一に明講＋瑚

となる．ここで簡単のために勒＝0，勒＝叫，iとした・筑＝0の時に烏が変化

p（昂＝0→0）＝1一以一旦侮針用）＝以に勒Jちり］）
J j

ここで

1－カ（ェ）＝1－
1

1＋exp（／弛）

exp（βェ）

1＋exp（β∬）
1

1＋exp（β－エ）

カ（－エ）
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の関係を使った．筑＝1の時の筑が変化する確率，変化しない確率も同様に計算

できる．まとめると

p（且＝0→0）

p（烏＝0→1）

p（筑＝1→0）

p（烏＝1→1）

以【∑勒ち＋ム］）

お（－t∑昭Jち十訪］）

嶽【∑勒J量＋あ］））

以－【∑侮ちり】） （A・3）

となる．式（A．3）を見ると，計算された確率は変化彼の状態のみi羊よって決まって

いることがわかる．したがって，式（A・3）を次のよう，に記述することもできる・

p（烏＝1）

p（且＝0）

以l∑明Jち＋薫】）

カ（－【∑明Jち＋訪】）

これで，式（1．17）を導くことができた・

B．入－eXChangeとN＊近傍

入一eXCbangeは，順紬の近傍として次のN入（訂）を考える手法である・

N入（打）＝UN2（訂i，Gi）

Giは置換操作を行いたい順列中の位置の集合

Gi＝（置換操作を行いたい位置のペア（勒m））

（A・4）

（B▲1）

である．N2（訂i，Gi）は，G豆に含まれるペアの集合について2－eXC血ge操作を行っ

た順列の集合である・このペアゐ集合qは，次の繰り返し計算の結果できる集合

‰＝Gた＿－‡（刷。rj∈a∂（訂跡1柚＝1，…，呵（B・2）
f＝0
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この繰り返し計算はβ咄（打た）＞祝わ（町0）かG鳥＝¢となるまで続ける・図17に

入－eXCbangeアルゴリズムを示す・

式（B．2）を

q帖1＝Cた－（（乞，即andj∈∪叶和利＋1），豆，ブ＝1，…，Ⅳ）（B・3）

に入れ替えた同様の近傍が，N●近傍である．図18にN■近傍に基づくアルゴリズ

ムを示す．

C．自由エネルギーの最小原理

スピンgの生じる確率が，式（1．11）で与えられるボルツマン分布に従うとする・

変数として，さらにパラメーターエを考えるとする・この時，パラメーターが∬＝＝∬1

となる確率は

瑚＝妄ざ£1，
expトβ咄（β）／r）＝Z－（∬1）／Z

で与えられる．ここでC（∬1）はパラメーター∬が∬1という値になるようなスピン

ベクトルβの集合である．従って，最も生じる確率の大きいパラメーターエの値は

Z（諾）＝　∑　exR（一風り（g）／r）
g∈C（ヱ）

を最大にするような∬の値であるてZ（∬）の最大値を求める問題は

¢（ェ）＝一別Og（Z（∬））

を最小化する問題ともみれる．この¢匝）は，熱統計力学では自由エネルギーと呼ば

れる．従って自由エネルギーを最小となるようなスピンベクトルとは最も生じる

確率の高いスピンベクトルである．これは自由エネルギーの最小原理と呼ばれる・

D．DCN方程式

ここでは式（1．56），（1．57），（1．58）で示されるDCN方程式の導出を行う・式（1・55）

のラグランジュ関数の停留条件は次で与えられる．
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procedure入－eXChange（N，汀）

Ⅰ．Loop＝tme；

ⅠⅠ．doIJOOp＝＝true→

ⅠⅠⅠ．

Ⅳ．

Ⅴ．

Vl．

ⅤⅠⅠ．

VlII．

IX．

X．

XI．

訂0＝＝・汀；Go＝G；Done＝鮎e；

d。D。ne＝＝以seandGた≠¢→

N2（紬Gた）内の最良解恥1∈N2（打た・Cた）を見つける；

仇＋1＝G鳥－（（れ川抽メ∈止0坤r刷＋1），虚・J＝1，・・・，呵；

汀晦（打仙）≧β咄（℡0）→Done＝true負；

k＝k＋1；

Od；

打＝＝arg血n岬咄（れ），…，且叫（打た））；

if晦（訂）＝＝恥（汀0）→Loop＝鮎綿

XII．od；

XHI．return（訂）

図17　んexcbange
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procedureN■neighborhood（N，7T）

Ⅰ．Loop＝tme；

ⅠⅠ．doLoop＝＝true→

ⅠⅠⅠ．

ⅠⅤ．

Ⅴ．

ⅤⅠ．

ⅤⅠⅠ．

ⅤⅠⅠⅠ．

IX．

X．

XI．

XII．od；

訂0＝q；Go＝G；Done＝fal＄e；

doDone＝＝falseandGk≠．¢→

N2（鶴，Gた）内の最良解灯れ1∈N2（∬た，G鳥）を見つける；

G抽＝Gた－（（豆，即andj∈∪た。∂れ叫1），豆，j＝■1，∴，Ⅳ）；

if恥（訂紅1）≧昂咄（訂0）→Don？＝true丘；

k＝k＋1；

Od；

訂＝a柑min岬咄（れ），…，β叫（恥））；

げ恥（汀）＝＝為り（打0）→Loop＝以se丘；

XIII．return（汀）

図18N＊neighborhood
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∂エ

∂叱，れ

∂エ

∂iれ

∂エ

箸・r醐，れ・1）＋Åれ＋炉0

∑叱，れ－1＝0

∑鴨，n－1＝O

さらに，次の補助変数を導入する

仇，れ＝eXp（驚i′r）

補助変数Uふを使うと式（D・1）は次の様に表せる・

叱，れ＝浩

ここで

侮＝eXp（βα／r＋1）

人丸＝eXp（iれ／r）

である．この式（D．5）と式（D・2）から次の式を得られる・

′▲り＝写七

式（D．8）を式（D・5）に代入すると

lこ．パ∵こ

仇，m／入¶

∑m仇，m／入m）

を得る．式（D・9）と式（D・3）から，入れについての次の式も得る・

・＼－、＝写訂缶ニ・J

以上でDCN方程式を導くことができた・
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E．勾配法とDCN

ここでは，式（2．14）の導出を行う・式（1・6卯ま，次のように書き換えられる・

‰（≠＋1）＝
‰（け1）

仙（ま＋1）ん（舌＋1）

ここで，式（D．8）と同様に

仇佃）＝写笠諾
とした．両辺の対数をとると，式（D．1）と同様の次の式が導ける・

（E．1）

（E．2）

log‰（電＋1）＝log‰（f＋1卜1qg仇（け1卜log入几（電＋1）

＝笥㌘′r・抽・1）′r・紬＋1）㌣1（E・3）
ここで，式（D．6），P．7）と同様に

拘（f＋1）＝e叩（‰（f＋1）／r＋1）　　　　（E・4）

ん（什1）＝‥eⅨp（‰（け1）／T）　　　　　（E・5）

とした．また式（1．59）を使った．ところで，式（1・36）で与えた自由エネルギー¢に

ついて，次の計算ができる・

空色辺＝腎＋r（1軌（f）＋1）∂呪n

この式を使って，式（叫から鴛辞を消去すると

1蛾伸）＝（管十加・1）瑚・1））／r＋蝋れ（り（鼠7）
となり，式（2．14）が導ける・

F．入＿DCN方程式

ここでは式（3．15），（3．16），（3．17），（3・18），（3・19）で示される入－DCN方程式の導出を

行う．
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式（3・12），（3・13），（3・14）の制約のもとで¢・（ズ；5）＝j㌢（ズ；g）－r叩）を最小

化するために，次のラグランジュ関数を導入する・

エ＝¢＊＋∑ん（∑ズα，あー1）
α＝1　　あ＝1

＋∑鋸∑ズ。，む－1）＋C（∑ズ叩－（Ⅳ一入））

ここで，A8（α＝1，‥・，〃），軌（み＝1，…，呵，Cはラグランジュの未定係数であ

る．このラグランジュ関数に対する停留条件は

∂エ　　∂β■

∂ズ叫　∂ズ可
＋叩0タズ。，あ＋1）

＋ん＋βも＋C∂。，8＝0

及び，式（3・12），（3・13），（3・14）になる・式（F・1）を解いたものは次の様になる・

ズ¢，あ＝eXp（一妄荒）′（α謝叫

（F．1）

（F．2）

ここでa。，射はαa≡eXp（Aa／T＋1），Pb≡eXp（Bb／T）77≡eXp（C／T）であり，ラ

グランジュの未定係数を変換したものである・式（3・16）を使って，式（F・2）を書き

換えると，式（3．15）を得ることができるt

制約条件（3．12）を満たすためには，

1＝∑ズ¢・b＝写諾缶

でなければいけない．この式をβむについて解くと式（3・18）を得る・同様にして，式

（3．17），（3・19）も得られる・

G．入＿interiorDCN方程式

ここでは，式（3・26），（3・27）の導出を行う・式（3・12），（3・13）の制約のもとでダ（ズ；g）＝

β・（ズ；g）一丁即ズ）＋椚ズ）を最小化するために次のラグランジュ関数を導入

する．

ェ＝ダ十∑ん（∑ズ。，8－1）＋∑（劫∑ズα，む－・1）
皿＝1　あ二1　　　　　　む＝1　α＝1
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ここで，ん（α；＝1，…，Ⅳ）βb（み＝1，・‥，Ⅳ）はラグランジュの未定係数である・こ

のラグランジュ関数に対する停留条件は

惹一芸＋Tt～勅・1＋抽（∑ズ叩一軒町虹軌＝0（G・1）

及び，式（3．12），（3．13）になる．式（G・1）は次の様に解ける・

右，む

右，。（∑為，e－〟）

叩（一叢施βむ））

＝叩（一叢′（α誠一β）（G・3）

ここでα。，偽はα。≡e叩（ん／r＋1），血≡e叩（哉／r）であり，ラグランジュの未定

係数を変換したものである．式（G．2）はα≠あの時，式（3・15），（3・26）と等価であ

る．式（G．3）の添字αについての和を計算すると∑監1ズ叩についての2次式とな

る．この2次式を解くと

∑・T…＝
〟＋　〟2＋4∑。響

となる．7＝∑監1ズ叫－〟とすると式（3・29）を導ける・α＝ぁの時の式（G・2）は，

式（G．3）と7の定義を使うと直接に導ける・．

H．ベンチマークtailOOa，tai80aの最良解

本研究ではベンチマークtai100a，tai80aについて，QAPLIBで公開されている

最良解よりも良い解を計算した．次に，本研究で求めた最良解を示す・

Ⅰ．tai80aの最良解β咄＝1・35497e＋070・060％の改善

訂＝（26，75，4，19，58，67，38，32，74，34，63，22孔68，5，29，2，27，35堪，21，叫

17，70，44，18，25，54，73，亜，12，3，24，14，71，51，6，16，33，56，47，46，72，叫66，61，

60，77，80，11，23，20，79凧55，49，42，69，36，43，37，1，53，78，65，15，50，41，57，30，

2乳45，7，13，8，52，76，59，62，39）
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ⅠⅠ．tailOOaの最良解β○り＝2・1108e＋070・082％の改善

頑59，16，58，56，84，9凱67，9糾38，1，45，60，22，29，10，72，5叩，83，47，
71，43，11，79，96，榊岬，66，65，35，12，92，62，20，4，76，44，78，10嘲91，52，
69，1瞞94，63，37，4岬，42，3岬，61，1晒21，32，90，95】40，1鱗2粗
68，36，74，2，49，82，70，77，25，26，6，46，昭4，39，恥97，14，8，5瞞73，23，277
88，細，19，51，85，17）
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