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複数の仕様を満足する制御系の1MIを用いた設計法＊

大形明弘

内容梗概

線形行列不等式（LineaJMatrixInequalities）を用いる制御系設計法は凸計画

問題に帰着でき、大域的な最適解を高速に求めることができることから、一般に

普及しつつある。しかし、LMIに帰着できない制御系設計問題も多く、こうした

問題に対する解法が現在活発に研究されている○

複数の仕様を満たす定数状態フィードバックゲイン行列を、LMIを用いて設

計する場合、各仕様に対応したLMIの共通解を求めるのが普通である0これは、

LMIの共通解を求める問題が凸計画問題に帰着できる；とによる。しかし、各仕

様に対応したLMIが共通解をもつことは、複数の仕様を満たす定数状態フィー

ドバックゲイン行列が存在するための十分条件にすぎない。複数の仕様を同時に

満たす定数状態フィードバックゲイン行列が存在するための必要十分条件は双線

形行列不等式（BilinearMamiInequalities）であらわされ（あるいは、IJMIと非

凸な制約式との系であらわされ）、LMIに等価変換することはできない。

本研究では、複数の仕様を満たす定数状態フィードバックゲイン行列が存在す

るための必要十分条件を直接解くアルゴリズムを提案した。この必要十分条件は、

パラメータ空間（LMIの変数の空間）において、ゲイン行列に対応した線形部分

空間（同一のゲイン行列を与える変数の集合）が、各仕様に対応したLMIの解

集合と、それぞれ交わることである。捷案したアルゴリズムは、ゲイン行列に対

応した線形部分空間を、各仕様に対応したLMIの解集合と線形部分空間との距

離に基づいて探索するものである。対象システムの状態数と入力数がともに1で
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ある特別な場合について、アルゴリズムの理論的な解析をおこない、アルゴリズ

ムが必ず収束すること、もし解が存在するならば、初期値を解の十分近くに選べ

ば必ず解に収束することを示した。この結果から、対象システムの状態数と入力

数がともに1である特別な場合については、このアルゴリズムによって、もし解

が存在するならば、十分条件を満たす解が存在しないときにも、初期値を適当に

選べば、解を見い出すことができることがわかる。

提案したアルゴリズムが、制御系の設計法として有効であることを示すために、

2つの制御対象について数値実験をおこなった。第1の制御対象は、制御系のベ

ンチマーク問題として知られる倒立振子である。まず、振子軸の粘性摩擦係数と

台車駆動系の等価粘性摩擦係数が不確かである場合に、閉ループ系の固有値の範

囲を保証するロバスト制御系を設計した。不確かなパラメータの範囲を分割し、

各区画で固有値の範囲を保証するLMIをつくった。すべてのLMIの共通解から

求めたゲイン行列よりも、提案したアルゴリズムで求めた、すべてのLMIが共通

解をもたないときのゲイン行列の方が、より大きな不確かさに耐え得ることを確

認した。次に、倒立振子に対する制御仕様として、減衰率と入力に関する制限を

それぞれ与え、この2つの仕様を満たすゲイン行列を求めた。入力の上限値を固

定したとき、各仕様に対応するLMIの共通解から求めたゲイン行列よりも、捷

案したアルゴリズムで求めた、LMIに共通解が存在しないときのゲイン行列の方

が、より大きな減衰率が得られることを確認した。第2の制御対象は吸収冷凍機

である■。物理モデルから得られた非線形システムを微分包含で近似して制細系設

計用モデルをつくり、制御仕様として、すべての動作点で安定性と入力に対する

制限が満たされること、1つの動作点（平均的な動作点）で減衰率に対する制限

が満たされ、かつ負荷変動から出力変化への上2ゲインが最小であることという

2つの仕様を与え、これらの仕様を満たすゲイン行列を求めた。入力の上限値と

減衰率の下限値を固定したとき、各仕様に対応するLMIの共通解から求めたゲ

イン行列よりも、提案したアルゴリズムで求めた、LMIが共通解をもたないとき

のゲイン行列の方が、より小さなエ2ゲインが得られることを確認した。これら

の数億実験から、提案したアルゴリズムは、従来法に較べてよりよい制御性能を

もつ制御系を設計する、有効な手段であることを確認した。
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DesignofAControllertoSatis秒Multiple

Speci丘cationsviaLMI＊

AkihiroOgata

Onceaspeci丘cationforacontro11erisdescribedasanLMI，thecontroller

satisfyingthisspecificationcanbeobtainedeasilybecausefindingasolutionof

anLMIcanbercducedtoaconvexprogrammlngPrOblem・Thisisthereason

whyLMIisconsideredtobeapowerfu1toolforcontro11erdesign・However，if

multiplespecificationsareglVenforacontroller，thecontrollerdesignproblem

cannot bereducedtoa．convexprogrammlngprOblem・Thisisbecauseeven

ifeachspecificationisdescribedasanLMI，theconditionthatg11aranteeSall

speci丘cationsaresatisfiedbyacontrollerisformulatcdaBanequationwithanon－

c。nVeXS。1uti。nSet．Ifal1LMIshaveacommonsolution，aCOntrOllersa尤isfyingal1

specification＄Canbeobtainedthroughconvexprogrammingbecausethecondition

issatis鮎dautomatical1y・Theaimofthisstudyistodevelopanalgorithmto丘nd

ac。mStant8tatefbedbackgainmatrixsatisbringmultiplespecificationsformulated

舶LMI5thatlackacommomsolution．

InthespaceofLMI，svariables）thesetofvariablesreducedtoagaAnmatrixisa

s。t。faclaBSOflincad・Subspaces．Againmatrixsati8＆ingal1ofthespecifications

existsifandonlyifthesolutionsetoftheLMIforeachspecificationintersectsa

linearsubspaceoftheclass・ThealgorithmdevelopedRndssllChalinearsubspace

oftheclassbythewaysimilartothealternatingprojectionmethod，Whichis

・Doctor，sThesis，DepartmentofInformationSystems，GraduateSchoolofInformationSci－

ence，NaraInstituteofScienceandTeclm0logy，NAIST－1S－DT9661002，February8，1999・
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usedto6ndthecommonpointofmultipleconvexsets・Ouralgorithmexamines

whetheralinearsubspaceoftheclassintersectsallofthe＄01utionsetsornot・If

thelinead・Subspacedoesnotintersectasol雨ionset）thepointnearestthelinear

subspaceisfoundinthesolution8et・Alinearsubspacethatincludesthi8POint

ischosenfromtheclassandexaminedinthe：neXtSteP・

Thealgorithmisanalyzedtheoretical1yforthespecialcaseinwhichthesystem

haBOneStateVariableandoneinput・Inthiscaselitisprovedthatthealgorithm

convergesregardlessoftheinitialvalueandthatitRndsasolutioniftheinitial

Ⅴ山eissetcloseeno11ghtotlleSOllltion・

Thealgorithmisalsoexaminedthroughsimulationsforthecaseinwhichthe

systemhasmultiplestatevariables・FirstIarbbustcontroIproblemofaninverted

pendulumissoIvedwiththealgorithm・Inthedesignproblem，therangeofthe

paramcterisdividedintoreg10nS†andtostabilizethedosedloopsystemforeach

reglOnisconsideredasaspecification・Itisshownthatastabilizingcontrollerfor

awiderpaJameterrangeCaJlbefoundusingthealgorithmratherthantheconvex

programmingapproachof丘ndingacommonsolutionofLMIs・Second，anOther

contro11erdesignproblemforaninvertedpendulumissoIvedwiththealgorithm・

TwospeciRcations†Oneforthecontrolinputandoneforthedec町rateOfthe

closedloopsystem，a，eglVenforthecontroller・ItisshownthatforafiⅩedrange

oftheinputalargerdecayrateisachievedwiththecontrollerobtainedthrough

thealgorithmthanwiththecontrollerobtainedthroughtheconvexprogrammlng

approach．Third，thealgorithmsoIvesthedisturbancerqiectionproblemofan

absorptionheatpumpsystem・Inthedesignproblem，theefhctofthev訂iation

ofthecoolingload（disturbance）onthetemperatureofthesupplywater（output）

ismeasuredbytheL2gain・BecauseminimizingtheL2gainLromthedisturbanCe

totheoutputleadstoahigh－gainanda＄mal1decayratecontroller，aSPeCi負cation

fortheinputrangeandaspeci丘cationforthedec叩rateneedtobeadded・It

isshownthatalowerL2galnisachievedwiththecontrollerobtainedthrough

thealgoritlmthanwiththecontrollerobtainedthroughtheconvexprogrammlng

Ⅴ



approacb・

Thcseresultsprovedthee鮎ctivenessofthealgorithm・

Ⅸeywords：

multiplespecifications，linearmatrixinequlities（LMI），bilinearmatrixinequlities

（BMI），nOn－COnVeXCOnStraints，nOnlinearity，rObustcontrol，invertedpFndulum，

absorptionheatpump
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1．序論

数学史に線形行列不等式（LMI）が初めて現れたのは、リヤプノフが線形常微

分方程式の解の安定性を、今日リヤプノフ不等式と呼ばれるLMIで調べること

を提案したときである。そして、LMIが制御系の設計との関連で研究されだした

のが、1940年代からである。1980年代始めにはLMIを解く問題が凸計画問題で

ぁることが認識された。さらに、1980年代の終りに内点法を用いたLMIの高速

解法が開発され、LMIを用いた制御系の設計法は、実用的な設計法として制御研

究者の注目を集めることになった。1994年には、それまでの成果が1冊の本【1】

にまとめられ、LMIを用いた制御系の設計法は、一般に知られることになった0

最近、MATLABのLMITbolboxなどのLMIの数値計算パッケージソフトが発

売されるにいたって、LMIは制御系を設計する手段として定着した感がある0

近年、LMIが制御理論の研究に急速に取り入れられたのは、LMIが次のよう

な特徴をもっていたからだと考えられる0

．LMIを解く問題は凸計画問題に帰着できるので、大域的最適解を求めるこ

とができ、さらに、内点法などによって高速に解を求めることができる0

●制御理論、回路理論、信号処理などの分野の基礎的な結果と深い結びつき

があり、これまでの諸結果を統一的に把握することができる0

しかし、制御系設計問題がすべてLMIであらわされるわけではない0制御系

設計問題は一般に双線形行列不等式（BMI）であらわされ、その一部がLMIに等

価変換される。これまでは、主にLMIに等価変換される制御系設計問題の研究

がおこなわれてきたが、最近の研究は、LMIに等価変換されない制御系設計問題

に移行しつつある。これは対象とする問題が、凸性をもつ問題から、凸性をもた

ない問題へ移行してい■る、ということもできるo

LMIに等価変換できない制御問題を解こうとする研究の流れは2つある0一つ

はBMIの局所的な最適解を求めるアルゴリズムを用いるものであるt3】0この‾

般性をもった方法に対して、問題ごとに、その特徴を利用した解法を研究する流

れがある。これには次のような研究がある0
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．パラメータ依存LMIを有限個のLMIで近似する方法の研究【25］【271

．次数制約つきの制御系設計問題に対する反復射影法の応用の研究【5】

．多数の仕様を満たす定数状態フィードバックゲイン行列を求めるための探

索アルゴリズムの研究t叫

3つのうちの後の2つは幾何学的な方法をもちいている。本研究は、多数の仕

様を満たす定数状態フィードバックゲイン行列を求めるための幾何学的な解法の

研究に属する。

これまでに、多数の仕様を満たす定数状態フィードバックゲイン行列を求める

ために掟案されているアルゴリズムは、理論的な解析がおこなわれておらず、い

くつかの数値例で解が得られることを示しているにすぎない。本研究のH的は、

多数の仕様を満たす定数状態フィードバックゲイン行列を求める問題に対して、

理論的な裏付けのあるアルゴリズムを開発することである。

本論文の構成は次の通りである。第2章ではLMIの定義を述べ、制御系の設

計仕様をLMIであらわす方法を説明する。第3章では複数の仕様を満たす定数

状態フィードバックゲイン行列をLMIを用いて求める問題を説明し、この間題

を解くためのアルゴリズムを提案すろ。第4章と第5章は、捷案したアルゴリズ

ムの有効性を示す数値実験の結果である。まず、第4章では倒立振子の制御系を

設計した結果を、次に、第5章ではプロセス制御への応用として、吸収冷凍機の

制御系を設計した結果を示す。最後に結論を述べる。付録では、複数の仕様を満

たす定数状態フィードバック行列を求めるための他のアルゴリズムを挙げ、本研

究で提案するアルゴリズムとの比較をおこなう。
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2．LMIを用いた制御系の設計

この章ではLMIを用いて制御系を設計する方法について述べる。

2．1Ⅰ一MI

線形行列不等式（LMI）は、ベクトル∬＝【∬1，∬2，…，抑∈河を変数として含

む行列ダ（∬）について、次のようにあらわされる0

ダ（ご）＞0　　　　　　　　　　（1）

上式の不等号は顆）が正定借であることをあらわしている0このとき、顆）は

∬に対してアフィンな形をしていることを仮定する0すなわち、

ダ（〇）＝昂＋∑∬i彗

また、ここで彗（左＝1，…，J）は対称行列であることを仮定する0

次に、LMIを用いた基本的な問題形式．に？いて述べる0式（1）を満たす∬を求

める間邁を線形行列不等式問題と呼ぷ。顆）は実対称行列であるからその固有

値は実数であり、式（1）とダ（∬）の固有値に関する不等式

入mi九（ダ（∬））＞0

は等価である。ただし、人血（・）は対称行列の最小固有値をあらわすものとする0

したがって、線形行列不等式問題を解くには、

拍）＝－ん血（ダ（〇））　　　　　　　（2）

を∬について最小化し、その結果仲）＜0となる解∬を求めればよいことにな

る。拍）は凸関数であるので、拒）を最小化する間邁は凸計画問題になる0

次の形式で与えられる問題は固有借間題と呼ばれ、やはり、凸計画問題に帰着

できることが知られているtl】o

mlnlmizecTT

sⅦbjecttoダ（∬）＞0

ただし、C∈月1×れである。
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2．2　制御系に対する設計仕様の1MIを用いた表現

制御系の設計仕様をLMIで表現することができる。

2．2．1　ノミナル性能

制御対象は次式であらわされるものとする。

嘉　＝　A〇＋βww＋乱叫

y　＝　C七＋玖ル＋仇旬，
（3）

ここで、∬∈光れ，址∈紀m，W∈軋y∈紀鳥はそれぞれシステムの状態、入力、外

乱、出力をあらわす。また、A，見り軋，C，仇，β≠はそれぞれ適当な次元の定数行

列である。

安定化可能性　あるmx几型行列椚こ対して、†ステム（3）が定数状態フィー

ドバックⅦ＝∬訂によって安定化できるための必要十分条件は、次式を満たす、

n次正走対称行列Pとmxれ型行列yが存在することである‘0：

Aj⊃＋アAr＋軌y＋yrβご＜0

上式に解が存在するとき、その解ア，yから仕様を満たすフィードバックゲイ

ン行列はg＝yP■1によって計算される。

上2ゲイン　あるmxれ型行列∬に対して、システム（3）が定数状態フィードバッ

ク祝＝∬∬によって、外声Lwから出力yへのエ2ゲインを、ある正数7より小さ

くできるための必要十分条件は、次式を満たす」n次正走対称行列Pとmx乃型

行列yが存在することである1。

AP＋PAT＋吼y＋yアβご＋乱β冨（CP＋仇y）r

CP＋仇y　　　　　　　－72J ］
＜0

1人力から出力へのエユダインが有界であるとき、システムは安定である。したがって、この式

を満たすろyが存在すれば、システムは状態フィードバック‰＝←髭七，∬＝yP‾1によって安定

化される。
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ただし、Jはn次の単位行列である。

上式に解が存在するとき、その解ア，yから仕様を満たすフィードバックゲイ

ン行列は∬＝yj⊃－1によって計算される0

2．2．2　ロバスト性能

制御対象は次式であらわされる線形時変システムであるとする0

よ　＝　A（t）∬＋乱（t）ひ＋乱（f）叫

y　＝　C（f）∬＋かw（f）w＋仇（f）髄，

［三‡：；芸‡；三三‡：ミ］

n＝（∴・一

（［

Alβwlβul

Cl上）wlヱ）山 1

∈n，J〝αJJf≧0・

I I

［

Aェ．玖山

Cム　かwェ 芸ニ：］〉

（4）

ただし、

ここで、Al，軋1，軋1，Cl，乱1，β山…，Aェ，乱エ，軌山q，乱心仇ムはそれぞれ

A，乱，乱，C，♪w，仇と同じ次元の定数行列である0また、Coは集合の凸包をあ

らわす。Jlは行列ポリトープと呼ばれる。このとき、式（4）は微分包含と呼ばれ

るものの一種である。

安定化可能性　あるmx兜型行列∬に対して、システム（4）が定数状態フイ‾

ドバック髄＝属七によって安定化できるための必要十分条件は、次式を満たす、

m次正定対称行列アとmx几型行列yが存在することであるo

A‘P＋PA㌻＋軌‘y＋yrβ£＜0，盲＝1，‥・，上

上式に解が存在するとき、その解ろyから仕様を満たすフィードバックゲイ

ン行列は∬＝yP－1によって計算される。
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らゲイン　あるmx几型行列∬に対して、システム（4）が定数状態フィードバッ

ク髄＝属七によって、外乱wから出力yへのらゲインを、ある正数7より小さ

くできるための必要十分条件は、次式を満たす、n次正定対称行列Pとmxれ型

行列yが存在することである㌔

［

4ア＋PA㌻＋β扇y＋yrβ£＋β扇β£（qア＋β扇y）ア

qp＋β扇y　　　　　　　　－ゲ∫ ］
＜0，i＝1，…，エ

ただし、∫はn次の単位行列である。

上式に解が存在するとき、その解ア，yから仕様を満たすフィードバックゲイ

ン行列は∬＝yf卜1によって計算される。

2．3　大域的線形化

非線形システムを線形時変システムとしてモデル化し、LMIを解くことによっ

て、制御系を設計することができる。

非線形システムを線形システムで近似するために、通常、ある定常点の周りで

テーラー展開し、2次以上の項を無視する、という方法がとられる。：とのような

線形化の方法は局所的であるといわれる。これに対して大域的線形化と呼ばれる

方法がある。この方法について説明する。

次式の非線形システムを対象にする。

よ　＝J（∬，叫ひ）

y　＝　タ（ェ，叫び）

この非線形システムに対して、次のような線形時変システムを考える。

盆　＝　A（f）才＋軌．（りひ＋乱（f）那

y　＝　C（f）∬＋仇，（f）w＋仇（t）髄

2前注と同様。

6
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1

2；；；芸：‡；ミ芸：‡：ミ］∈n

この線形時変システム（7）（8）の解軌道の集合が、非線形システム（5）（6）の解

軌道の集合をすべて含むための条件は次式で示される【1】。

ほ
卓上　旦∠
∂w　　∂≠

包　空色
∂w　　∂≠ 】

∈の，払rall∬，W，≠

刈0，0，0）〒0

如0，0，0）＝　0

この条件が成立するとき、線形時変システム（7）（8）はもとの非線形システム

（5）（6）を大域的に線形化しているという0

線形システム（7）（和ま不確かさをもったシステム（4）とみなすことができ、n

が行列ポリトープであらわされるとき、2．2．2節の方法で制御系を設計することが

できる。
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3．複数の仕様を満足する制御系の設計

3．1　背景

ある仕様を満たす定数状態フィードバックゲイン行列が存在するための必要十

分条件を行列不等式で記述すると、双線形行列不等式（BilinearMatrixInequality：

BMI）になることが多い。しかし、BMIの解集合は一般に非凸であることから、

大域的最適解を求めることは困難である【24】。BMIの局所的最適解を求めるアル

ゴリズムはいくつか提案されている【3】。BMIはLMIへ等価変換できる場合もあ

るが、いつでもそうであるとは限らない。

複数の仕様を満たす定数状態フィードバックゲイン行列が存在するための必要

十分条件については等価なLMIの存在が知られていない【24］。この必要十分条件

はランク条件をともなったLMIに等価変換可能であることが示されているtl恥

次数制約のあるコントローラの設計問題に現れる特別な形のランク条件つきLMI

問題については、局所的最適解を求めるアルゴリズムがいくつか提案されている

【21【4】【5】囲が、これらを複数の仕様を満たす定数状態フィードバックゲイン行列を

求める問題に直接適用することは困難である（文献【5】の不法を試みた例を付録

A．2に示す）。一方、8MIの十分条件をLMIであらわし、LMIを解くことによっ

て解を得ることができる。しかしこの場合には、すべての仕様を満たすゲイン行

列が存在しても求まらないことがある【16】。複数の仕様を満たす定数状態フィー

ドバックゲイン行列を求めるために、ゲイン行列の存在をあらわす必要十分条件

を直接解くアルゴリズムも提案されている【19］。この方法は複数の仕様に対して

共通のゲイン行列を得るために、ランク条件のかわりに幾何的な条件を用いてお

り、本質的には凸計画問題となる特別な場合に解が得られることが示されている。

しかし、一般の場合の解への収束性は示されていない（文献t19jの方法と本研究

で開発したアルゴリズムとの比較を付録A．1に示す）。

本論文では、複数の仕様を満たす定数状態フィードバックゲイン行列を求める

ために、ゲイン行列の存在をあらわす必要十分条件を直積解く新しいアルゴリズ

ムを捷案する。この方法は文献【19】と同様に複数の仕様に対して共通のゲイン行

列を得るために、ランク条件のかわりに幾何的な条件を用いる。文献【19］の方法
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に較べてアルゴリズムの構成が単純なので、理論的な解析が容易であり、対象シ

ステムの状態数と入力数がともに1の特別な場合についてではあるが、アルゴリ

ズムの収束性と、局所的な解への収束性を示すことができる○

3．2　複数の仕様を満足する定数状態フィードバックゲイン行列を

求める問題

この節では、複数の仕様を満足する定数状態フィードバックゲイン行列を求め

る問題がどのような問題なのかを説明する0

3．2．1　記号

ここでは、以下の説明で用いる記号を定義する。

n次対称行列アとmx几型の行列yの組（ア，y）の全体を∑であらわす0さ

らに、

∑十全（（汽y）∈∑：ア＞0）

とする。任意のmxれ型の行列∬に対して、線形部分空間エ（∬）⊂∑を次のよ

うに定義する。

ム（∬）全（（P，y）∈∑‥y＝∬P）

上（∬）全体の集合をエであらわす0

£全（エ（∬）：∬∈沢佃）

gl＝（貧，瑚，為＝（為，％）∈∑の距離d（Zl，易）を次で定義する。

d（Zl，為）全 ［汁［引

（9）

ここで、‖川Fは行列のフロペニウスノルムをあらわす0∑の任意の閉集合

β1，量に対して、glと量の距削（gl，銭）を次で定義する（実際の計算法は付森

d（β1，銭）全gl。謂び2d（Zl，為）
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几＝m＝1のとき∑＋はp＞0の半平面であり（几＝m＝1のとき考yをそれ

ぞれp，yと書くことにする）、£の元は∑の原点を通る直線である。このとき、y

軸の負の部分を∑の角の基準軸とする。エ∈エに対して、ム∩∑＋がこの基準軸

となす角を0（ム）であらわす。また、β∈【0，℡＝こ対して、0（エ）＝βとなるム∈ェ

をA（β）であらわす。

3．2．2　問題の定式化

システム（10）に対して、〃個の制御仕様昂（豆＝1，・・・，Ⅳ）が与えられていると

する。

孟　＝　A訂＋月毎

〝　＝　rJ・

（10）

ここで、ヱ∈紀れは状態変数、祉∈紀mは入力、y∈光りま出力であり、A，β，C

は定数行列である。さらに、仕様昂を実現する定数状態フィードバックのゲイ

ン行列垢が次のLMIを満たす（昂，℃）∈∑＋から、垢＝片町‾1によって求まる

とする。

薫（書，℃）＜0（i＝1，…，〃）

仕様昂をあらわすLMIの解集合をqとする。

q全（（P，y）∈∑＋：彗（考y）＜0川＝1，‥・，Ⅳ）

（11）

一般にLMIの解集合は凸集合であるので、q（i＝1，…，Ⅳ）は凸集合であ

る。すべての仕様が同一のゲイン行列によって実現されるのは式（11）を満たす

（彗，瑚∈∑＋（f＝1，…，Ⅳ）が、さらに次式を満たすときである0

片町1＝…＝掬瑞1 （12）

すべての仕様を実現する定数状態フィードバックゲイン行列を求めるには、式

（11）を非凸な制約（12）のもとで解かなければならない0したがって、この間題

の大域的な解を求めるのは困難である。
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式（11）（12）に解が存在することは、次式を満たすmx乃型行列∬が存在する

ことと等価である【16】。

エ（∬）nC‡≠¢（盲＝1，…，Ⅳ） （13）

次式が成立することは、式（13）をみたす∬が存在するための十分条件になっ

ている。

nc‘≠¢　　　　　　　　　（14）

もし、式（14）が成立するならば、左辺の任意の要素を（昂，％）とすると、ゲイ

ン行列は∬＝‰町1と求まる。（昂，％）を求める問題はLMIの実行可能解の一

っを求める間邁であり、凸計画問題として、容易に求めることができる（2・1節参

照）。しかし、一般に式（14）が成立しない場合でも、複数の制御仕様を満たす定

数状態フィードバックゲイン行列が存在する可能性がある。本論文では式（13）を

満足する∬を直接求める一つのアルゴリズムを提案する。このアルゴリズムを

制御系設計に用いることによって、式（14）にもとづいて、凸最適化法で設計した

場合よりも、よりよい制御性能を達成できることを第4，5章で示す0

3．3　複数の仕様を満たす定数状態フィードバックゲイン行列計算法

この節では、複数の仕様を満たす定数状態フィードバックゲイン行列を、その存

在の必要十分条件から求めるために、本研究で開発したアルゴリズムを説明する0

3．3．1　アルゴリズム

問題　空間∑＋に2つの錐ではない閉凸集合Cl，qがあるo

Clnエ（∬）≠¢かつqn上（∬）≠¢

となるような∬が存在するか。存在するならば、そのような∬を1つ求めよ0

説明を簡単にするために、Ⅳ＝2とした0（71，C2はそれぞれ仕様β1，量に対応

したLMIの解集合である。Cl，Gが錐ではないこと、および閉集合であること、

という条件はCl，qとエ（∬）の間の距離の定義を意味のあるものにするために必
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要である。Clあるいはqが凸錐である場合には、十分に小さな正数fを用いて、

式（11）を彗（彗，れ）十∈∫≦0で置き換えることによって、凸錐ではない凸集合に

変換する。Jは単位行列をあらわす。ClあるいはC2が開集合である場合も同様

に、式（11）を和風誹）＋亡∫≦0で置き換えることによって、閉集合に変換する。

アルゴリズム　Gの任意の点を（昂，％）とし、垢＝‰町1とする0

●Stepl（初期化）：

た‥＝1とする。また、エ㌢）＝＝エ（垢）とする。

●Step2　（Clと交わるェの元の決定）：■

ェ㌢－1）に最も近いClの点をQ㌘）とし、Q㌣）■を通る£の元を曹とする。

●Step3　（qと交わる上の元の決定）：

ム㌣）に最も近いqの点をQ㌢）とし、ぱ）を通る£の元を要）とする0

●Step4　（停止条件の判定）‥

エ㌢）がClとC2の両者と交わるようになれば停止する。そうでなければ、

た：＝た＋1としてstep2へ。

図1はこのアルゴリズムの各ステップで上！鳥）（盲＝1，2，た＝1，2，…）が定まる

様子をあらわしている。
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∑

L‡〉　　L；’’

q7一

C】

L’ご’

q一；’

Q‘；’

0

図1アルゴリズムの説明

このアルゴリズムは凸集合が3つ以上ある場合にも容易に拡張することができ

る。例えば凸集合が3つある場合には、Clを通る£の元をqを通るエゐ元へ、

坑を通る£の元をGを通る‘の元へ、そして、Gを通る£の元をClを通る

£の元へ、という順序で更新すればよい。

3．3．2　アルゴリズムの収束性の証明

れ＝m＝1の場合について、アルゴリズムの収束性を考察する。

簡単のためにCl，qは有界であるとし、その境界は滑らかであるとする0この

とき、任意の（p。，y。）∈Gに対して、上。＝可約妬1）を初期値として、ム㌘）は収

束する。このことは0（上㌢））が収束することを示すことによって証明することが

できる。以下で証明を示す。なお、この証明はClとqの凸性だけに基づいてい

る。したがって、この証明はCl，坑がLMIの解集合ではない一般の凸集合の場

13



合にも成り立つ。

まず必要な用語と記号を定義する。βが次式を満たすとき、Clとqの共有角

と呼ぶことにする。

A（β）nC■1≠¢かつA（β）nC2≠¢

Cに接する£の元をエ1，エ2とする（図2参照）。ただし、0（上J＝旦＜百＝0（エ2）

とし、J＝担，句とする。また、エ1，エ2とCとの接点をそれぞれ¢1，Q2とする。

Cの境界のうち、QlからQ2までの区間をAと呼ぶことにする。ただし、原点

に近い例の区間をとるものとする。また、J，∠を次のように定義する。

よ　＝　tO，剖

J＝【♂，訂】

Llコ∧（J）

Q

A

C

Ⅰ

y

L一＝∧（ゼ）

q．　　　J

図2　凸集合Cに関する記号の定義

Cl，qについて、ここで定義した∫，∠，Jに相当する集合をそれぞれ、んム，員

およびち，∠2，克とする（図3参照）。
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Ⅰ2

ク／′
C

C2

0

図3Clとqの位置関係

ここで、次のことが成り立つと仮定する。

〈…二三；冨≡≡；…三二言≡冨
このことが成立しないときには、アルゴリズムの第1段階（た＝1）で解が得ら

れることがわかる。以後の説明では、ム∩見≠¢と仮定する。J2∩ム≠¢の場合

も同様である。

定義‥写像訂。写像訂。：【0，℡】→∫を次のように定義する0

柳＝〈；′：：；‡；

ただし、β′は次のように定める（図4参照）。Q∈Aで、馴こおけるCの接線

がエ＝岬）と平行であるものがただ1つ存在するoQを通る上の元をエ′とし、

β′＝㊤（エ′）とする。

15



y q

ノq

Q c

A

L＝∧（β）
Ll

L，＝∧（β’）

Ⅰ

Ll

図4写像訂c

写像訂cに関して、次の補題が成立する。

補題1灯cはよおよびJで、それぞれβに関して単調減少する。

補題1の証明　ここでは、Jにおける単調減少性を示すが、、ヱにおける場合も同

様である。

弧Aをパラメータtをもつ曲線Q（りと考える。ただし、Q（0）＝Ql，Q（1）＝Q2

とする。坤），エ′（f）∈£を次のように定義する（図5参照）0

坤）‥　点Q（f）におけるCの接線と平行な£の元

上′（f）：Q（f）を通る£の元

また、坤），〟拉）の角度坤），βや）を次のように定義する。

叩）＝　㊥（エ（f））

叩）＝　㊤（エ′（f））

16



L＝l

L（1） q（1）＝Q】

0（l）　　　　　　　　　　C

、、、、qI）

y　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＼（卯）＝QI

いtl

0′（t）川）

qハ

図5Aのパラメータ表示

するとCの凸性から、β（f）はfに関して単調減少、βや）はfに関して単調増加

であることがわかる。

訂cが単調減少であることを示すためには，恥β1∈Jがβ0＜β1であるとき、

灯。（瑚＞訂。（叫となることを示せばよい（図6参照）。

β。＜β1とする。すると、♂0＝β（fo），β1＝叫）とな志士o，fl∈【0，1】が存在す

る。すると、β（f）の単調減少性からto＞tlとなり、さらにβ′（t）の単調増加性か

らβ・㈲＞叩1）となることがわかる0このことは∬c（瑚＞訂c（叫であることを

意味している。□
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L’（t。）

L（t。）

0（t。）

Q（1）

0（t

L（t．）

′Q（tJc

／・、q（－

y Q（0）

L（【】）

図6写像汀cの単調性

定義：写像H　写像Ⅲ：ム→ムを次で定義する0

Ⅲ＝＝訂qO7rcl

上式の0は写像の合成をあらわす。ここで定義したnに関して次の補題が成立

する。

補題2　β∈ち、かつ和1（β）¢ちであるとき、次式が成立する0

川里

め7
¶＝♂

＞0 （15）

補塵2の証明　β∈ムとすると、叱．（β）＝β∈ムとなり、仮定に反する0β¢∫1

よりβ∈見であるで、補選1より響 叩＝♂

叫岬）¢ムより訂cl（β）∈∠2であるので、同じく補選1より史料呵。1（β，＜0
であることがわかる。したがって、式（15）が成立する0

次の定理が成立する。

18



定理任意のβ（0）∈ムに対して、β（鳥）全が（押））（た＝1，2，…）は収束する0

定理の証明　任意のβ（0）∈ムに対して、β（鳥）＝が（β（0））（た＝1，2，…）が収束する

ことを示す。

あるたでβ（た）∈ムとなったとすると、〆りほ解であるので、アルゴリズムは終

了する。任意のβ∈ムに対して、顆（β）∈ムであるので、あるたで顆（β（鳥））∈ム

となったとすると、β（りは解であるので、やはりアルゴリズムは終了する0

β（た）∈か全（β：β∈ム，帰ム訂cl（β）¢ム）（た＝1，2，…）であるとする（βの

定義については図3参照）。

補選2より、Ⅲ（和まβに関して単調に増加するので、次のことが成立する。

●β川＝β（0）のとき

β（0）はHの不動点である（これは後に定義する「平行点」である）0

●押）＞β（0）のとき

〆2）＝Ⅲ岬（1り＞Ⅲ（β（0））＝β（1）

以下同様にして、β（…）＞押）（た＝1，2，‥・）。したがって、〆りは単調増加

列である。一方、β（た）∈ち（た＝1，2，…）であり有界である0有界な単調列

は収束するので、〆鳥）も収束する。

●β（1）＜β㈹のとき

β（1）＞β（0）のときと同様にしてβ（た）が単調減少列であることを示すことが

でき‾る。したがって上と同じ理由により、この場合もが鳥）は収束する。

証明終り口

走理の証明から次のことがわかる。β（た）はある鳥＝た●で訂cl（β（叫）∈ちを満た

し共有角のひとつへ収束するか、そうではない場合でも、β（と）∈β（た＝1，2，‥う

を満たし、有界であることから、上＝こおいて収束する。後者の場合の収束先をち

の「平行点」と定義する。

19



j

定義：平行点（図7）β2∈ちがⅢの平行点であるとは、次の場合である0

β1＝旬．（β2）とし、エ1＝A（叫，エ2＝A（β2）とする○また、ム1とClとの交点を

Ql、エ2とGとの交点をQ2とする。このとき、エ1とQ2におけるqの接線が

平行であり、エ2と¢1におけるClの接線が平行である0

C2

Q2．′′■

Ll＝A（♂1）

L2＝A（β2）

0

．β1

♂2

′一　QI

CI

図7写像Ⅲの平行点

以上をまとめると、犯＝m＝1のとき、任意のβ（0）∈みに対して、押）は写

像叩）の不動点の一つに収束する、となる。叫β）の不動点には2種類ある0ひ

とつはClとqの共有角であり、もうひとつが「平行点」である。したがって、

「平行点」が存在しなければ、必ず共有角のひとつへ収束する。また、いい方を

かえると、本論文で捷案するアルゴリズムは方程式

n（β）＝β　　　　　　　　　　　（16）

を逐次代入法で解いていることに相当する、ともいえる。方程式（16）の解のう

ち、平行点を除いたものが、式（13）を満たす∬を与える。

注意　アルゴリズムの収束性はmの単調増加性に基づいている。したがって、凸

集合の数が4つ以上の偶数個であるときには、2つの場合と同様にアルゴリズ

20



ムの収束性と、解への局所的な収束性を示すことができる0なぜなら、訂c‘（i＝

1，2，…，2Ⅳ）が単調減少であれば、そのすべての合成関数は単調増加作あるから

である。

上の証明では凸集合は、その境界が滑らかであることを仮定したが、これを区

分的に滑らかな場合にまで拡張することができる。このとき、灯cは単調非増加

であり、Ⅲは単調非減少となる。アルゴリズムの収束性と、解への局所的な収束

性の証明は、境界が滑らかな場合と同様である。この場合の平行点とは、次のよ

うな点のことである。Qlから最も近いGの点がQ2であり、Q2から最も近い

Clの点がQlである（図8）。

Cl

Q】

Q】

Cユ

L】

L】

図8写像Ⅲの平行点（凸集合の境界が区分的に滑らかな場合）

3．3．き　数値例（れ＝m＝1の場合）

れ＝m＝1のときのいくつかの簡単な例について、Hの具体的な形を求めた0

例1：凸集合が2つの場合（図9）2つの凸集合Cl，C2⊂∑を次のように定めた0
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Cl：1．89p2－2．74py＋3．11y2－13．03p＋17．93y＋26．96≦0

〔「＝ 6．25p2＋y2－25p－4y＋22．75≦0

¢，■仙町痛

図9　平面内の2つの楕円体

関数旬1、訂c2のグラフを図10、図11にそれぞれ示す0これらの固から、∬c。

は去，長でそれぞれ単調減少していることが確認できる（i＝1，2）。また、関数

口＝訂c20和1のグラフを図12に示す。図中での網がけをした範囲がqとqの

共有角である。

平行点は存在しないので、アルゴリズムは必ずCl，銭の共有角のひとつへ収束

する。
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㌔．

図10β′＝訂cl（β）のグラフ

ヽ

図11β′＝訂c2（β）のグラフ
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∩

1．●　　　　　l．1　　　　1．8　　　　　2　　　　　　2j　　　　　2．●　　　　　2．¢　　　　　2．8

図12β′＝叫β）のグラフ

亘

図9にはβ（0）＝2．8120のときの、アルゴリズムの実行例も示してある。図中の

点線はエ5鳥）（盲＝1，2；鳥＝0，1，2，…）と平行なq（j＝1，2；メ≠盲）の接線である。

要）が求まった解であり、β（3）＝1，3205である。

例2　次の例は、解への収束性が初期値に依存する場合である。2つの凸集合

Cl，q⊂∑を次のように定めた。

Cl：　　4p2＋y2－16p＋12≦O

G：p2＋6．25y2＋勿一25y＋19．75≦0
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Cl帥dC2h∑

5

4

8

2

1

－　○

＿1

＿2

－3

聖

＿5

＿5　　」l　－3　　－2　　－1

C2

0

Cl

0　　1　　2　　　∈1　　4　　　5

図13空間∑における凸集合q，G（平行点が現れる例）

図14はこの場合の関数nのグラフである。この関数には2つの平行点がある0

一つはβ1＝0．01【rad】であり、もう一つはβ2＝0・64【rad】である0
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n

2

1■

1●

1■

1．2

量，

88

0■

○■

㌔　。j O● n0　　　08　　1　　1」2　　1．●　　1．1　　18　　　2

図14β′＝n（β）（平行点がある例）

平行点の存在のため、アルゴリズムの解への収束性は初期値に依存する0初期

値β。をβ。＜β2となるように選んだ場合、β（鳥）は平行点♂1に収束する0図15は

この場合の例である。

叩●■●
6

4

8

2

1

0

－1

－2

－8

－l

－l
＿8　　－1　　J　　－2　　－I

図15伊）が収束する様子（押）＝0．60）（平行点に収束する場合）
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た　　0　　1　　2　　　3　　　4

β（鳥）0．6000　0．2416　0．0045　0．0023　0．0023

初期値β。をβ。＞β2となるように選んだ場合、β（呵は解に収束する0図16はこ

の場合の例である。

洲●r叩dO
ら

●

）

2

†

○

－1

－2

J

－l

」
＿5　　－l　－8　　－2　　－1

図16β（鳥）が収束する様子（♂（0）＝0．65）（解に収束する場合）

た　　0　　　1　　　2　　　3

β（鳥）0．6500　0．87701．65571．6557

例3：凸集合が3つの場合（図17）この例はp＞0の範囲に限定されていない0

凸集合が3つある場合のアルゴリズムの性質を調べる0

q

q

q

1．5qp2＋2．24py＋3．50y2－11β4クー30・24y＋62・45≦O

p2＋6．25y2＋和一25y＋22・75≦0

1．88p2－1．14py＋1．37y2－7・92p＋7・19y＋10・88≦0
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Cl・ち■鵬C8h∑
6

4

）

～

1

＞・○

一1

－2

Cl

Cl

Cl

－8

‾1∫」．j　＿iJi（■iiii i

図17平面内の3つの楕円体

関数Ⅲ＝訂c20れ缶Cり叱lのグラフを図18に示す。ただし、qの境線（角度の

小さい方）を角度の基準軸としている。図中の網がけした範囲がCl，G，Gの共

有角である。平行点は存在しないので、アルゴリズムは必ず共有角のひとつへ収

束する。
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∩

図18β′＝Ⅲ（β）のグラフ
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4．倒立振子への応用

4．1　倒立振子システム

対象とするシステムは文献【21】で取り上げられている倒立振子である。

r

㌢

／

／

／

／

／

／

／

／

／

β　／

／

／

、・、二

図19倒立振子

このシステムの動的挙動は次の微分方程式で記述されている。

芸＝Aご＋飢

さドイ■J・

（17）

（18）

ここでw【Ⅵはモータドライバへの入力電圧、ごは次のような4次元状態ベク

トルである。

諾＝［β雷γ霊］丁
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小河は台車の位置、叫叫は垂直線からの振り子の角度をあらわすoyは出力

であり、拍）＝＝γ（f）であるとする0

係数行列A，β，Cは次のようになっている○

A＝

β＝

0　　　　1　　0　　　0

竿㌍巨彗芦0　響
0　　　　0　　0　　1

JこIb

か

0

馨

晋　0乎

，C＝［0010］

（19）

ざl凸ヱ！三・

ここで、♪＝（〟＋m）J＋〟d2である。パラメータ値は表1のように与えら

れている。

表1倒立振子システムのパラメータ

記号　パラメータの意味　　　　　　設計値

M恥】　台車の質量　　　　　　　　5・383

F恥／s】台車駆動系の等価粘性摩擦係数　23・73

中小1Ⅶから台車に働く力のゲイン　鮎・0

1【m】　軸から振り子の重心までの距牡　0・115

m【相　振り子の重さ　　　　　　　0・1

坤g叫　振り子の重心周りのモーメント1・526×10－3

c恥m2／s】軸の粘性摩擦係数　　　　1・761×H「3

この倒立振子システムに対して、2つの制御系設計問題を解く0
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4．2　ロバスト制御

ここでは、軸の粘性摩擦係数eと台車駆動系の等価粘性摩擦係数ダを不確かな

パラメータと考える。ただし、これらに時間的な変動はないとする。表1に示さ

れたe，ダの設計億をそれぞれcl，賞とする。行列Aが不確かなパラメータに依

存することを陽にあらわすためにA（c，ダ）と表記することにする（行列βはc，ダ

には依存しない）。式（19）からA（c，ダ）はcおよび利こ関してアファインである

ことがわかる。

以下では、システム（17）（18）に対して次の仕様を満たす状態フィードバックゲ

イン行列を求める。ある数α，β（β＞α＞0）に対して、C∈【⊆，司，ダ∈凪句の

とき、状態フィードバック髄＝属七によって、閉ループ系の極の美都が－αから

－βの範囲にあることを保証する。

仕様を満たす状態フィードバックゲイン行列の集合をア（⊆，さ；旦，厨；α，β）とする。

ア（旦，e；£厨；α，β）＝　∬∈貌mXれ

－β＜月e（入i（A（c，ダ）＋β∬））＜－α

壷＝1，・‥，れ

∀c∈【£，司，∀ダ∈【£タ】

ここで、月e（z）は複素数zの実部をあらわし、入‘（〟）は行列〟のi番目の固

有値をあら■ゎす。

4．2．1　設計に用いる1MI

システム（17）（18）が不確かさをもたない場合、状態フィードバック≠＝酌に

よって、閉ループ系の極の実部が－βから－αの範囲となるような∬が存在す

るための必要十分条件は、次のLMIが解（ろy）∈∑＋をもつことである。

ダ（汽y；A，β，α，β）

＝［A…AT＋β：＋仰＋2αP

0

－AアーアAr－βy－yr月丁－2βタ

LMI（20）の解集合をC（A，β，α，β）とあらわす。

C（A，β，α，β）＝（（P，y）∈∑＋匿（ろy；A，β，α，β）＜0）

32
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次に、システム（17）（18）が不確かさをもつとする。パラメータの変域を集合n

であらわす。

n＝（（c，ダ）lc∈k，司，ダ∈匿，可）

のの4つの端点の集合をVとする。

V＝（（c，ダ）lc∈（⊆，己），ダ∈控，厨））

このとき、状態フィードバック髄＝属壱によって、閉ループ系の極の美都が－β

から＿αの範囲となるような∬が存在するための一つの十分条件は、次式が解

（汽y）∈∑＋をもつことである。

ダ（ろy；A（c，ア），β，α，β）＜0，∀（c，ダ）∈V

式（21）の解集合をCn（α，β）とする。

（21）

C。（α，β）＝　n C（A（c，円，β，α，β）

式（21）の解（タ，y）から得られる∬＝yア‾1は仕様を満たす。これは式（14）を

解く場合に相当する。すなわち、仕様を満たす状態フィードバックゲイン行列を

得るために、（考y）∈Cの（α，β）を求める場合である0

次にnを4つの部分集合に分解する。≦〒Cl＜C2＜cき＝e，旦＝旦＜為＜

為＝厨とする。

山1

U2

U3

（（c，ダ）lc∈【cl，C2】，ダ∈【j㌔瑚）

（（c，ダ）Ic∈【c2，C3】，ダ∈匿，瑚）

（（c，ダ）lc∈【e2，C3】，ダ∈【為，瑚）

（（c，ダ）lc∈【cl，C2】，ダ∈【為，瑚）
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図20パラメータ領域の分割

各部分集合叫（盲＝1，2，3，4）に対して、それぞれ式（21）の．形の十分条件で仕

様を満たす状態フィードバックゲイン行列の存在を保証し、すべての部分集合共

通の状態フィードバックゲイン行列を捷案したアルゴリズムで求める。これは式

（13）を解く場合に相当する。そうすることによって、nに対して式（21）を解く

場合よりも、より広い範囲の不確かさに対して仕様を満足するフィードバックゲ

イン行列が求まる。

C（c），C（c，♂），C（c；円，C（c，C′げ，ダ′）⊂∑＋を次のように定義するo

C（c）＝　C（A（e，凡），β，0・5，5・0）

C（c，C′）＝　C（c）nC（c′）

C（cげ）＝　C（A（e，ダ），β，0・5，5・0）

C（c，C′げ，ダ′）＝C（cげ）nC（〆げ）nC（cげ′）nC（e′；ダ′）

また、g⊂∑＋に対して、状態フィードバックゲイン行列の集合に（β）を次式

で定義する。
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に（g）＝（∬＝yf，‾11（P，y）∈βI

4．2．21つのパラメータについての実験

ここでは軸の粘性摩擦係数cのみが不確かさをもつとする。台車駆動系の等価

粘性摩擦係数ダはノミナル値凡＝23・73【kg／s】に確定しているものとするocの

ノミナル値は。1＝1．761×10－3【kgm2／s】である。ここでは、Cの実際の値はノミ

ナル値よりも大きいものとする。

c2，C8をc3＞C2＞Clを満たす数とするoCl，G⊂∑＋を次の‾ように定義するo

Cl＝C（cl，C2），q＝C（c2，C8）

Cl C2

Cl C2 Cl

図21Cl，qの概念図

cl，C2，C3の間隔の大きさによってq，C2の位置関係が変わる0

1．Cln（72≠¢（cα珂1】）

任意の（P，y）∈ClnGに対して∬＝yP‾1∈ア（cl，C3凧旦；α，β）であ

る。これは式（14）の解が存在する場合に相当する0（図22参照）
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Y
∑

Y＝FP

C（c】）　　C（c2）　　c（cヨ）

Cl C2

図22Case【1】：ClnC2≠¢

2．ClnC2＝¢かつCl≠¢かつq≠¢

（a）∃∬，上（∬）∩（71≠¢かつエ（∬）nq≧≠¢（cα珂2】）

∬∈ア（cl，C。；札凡；α，β）である。これは式（14）の解は存在しないが、

式（13）の解が存在する場合に相当する0（図23参照）
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Y ∑

C■＝C（cト，Cユ）

C（ct） C（c2）

C2ごC（c2，Cl）

Y＝KP

図23Ca占e【2】：に（Cl）∩六：（q）≠¢

（b）∀∬，エ（∬）nC■1＝¢あるいはム（呵nq之＝¢（cα坤］）

∬∈ア（cl，C。；軋凡；α，β）の存在は保証されない0（図24参照）
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Y

C（cl）

∑

C■三C（cりC2）

C（cコ）　　　　C（c，）

C2＝C（c】，C，）

図24Ca5e【3】：疋（Cl）∩に（q）＝¢

3．Cl＝¢あるいはq＝¢（cα聞【4】）（図25参照）

Y

C（cl）

∑

C（c⊇）　　　　　c（c，）

図25Ca8e【4】：Cl＝¢0γq＝¢
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α＝0．5，β＝5．0のときに、次の3つの備付，Cぎ】，ぜ】を求めた0

cど】

cど】

．、ご】

β．f．C（cl，匂）≠¢

β．f．C（。2，C3）≠¢，C2＝Cど】

β．f．疋（C（cl，C2））∩に（C（c2，C3））≠¢

C2＝Cl＋
匂‾C1

。ど】は。。可1】の場合のc3の最大値であるocど】はca可3］の場合のc3の最大

値である。。㌘】はcase［2】の場合であるが、C2をclとc3の中間値に制限した場合

の亡きの貴大値である。

実験では、。。の億を0．1×10－3ずつ変化させて最大値を求めたocど】＝14・0×

10－3，Cど】＝26．1×10－3であった。

。皆】の近似値ぜ】を、提案したアルゴリズムで求めた。qとqの最近点を通

る£の元はCl，qと共有点をもつエの元に近いという予想から、初期値∬（0）を

次のように定めた。（フ1とGのq側の最近点をエ（釘0））が通るように∬（0）を定

める。

∂㌘】＝22．9×10‾8

求まった状態フィードバックゲイン行列∬は

∬＝［10．53110・32550・28981・7977］

4．2．3　2つのパラメータについての実験

ここでは軸の粘性摩擦係数cと台車駆動系の等価粘性摩擦係数ダがともに不

確かさをもつとする。軸の粘性摩擦係数cはc∈【cl，C3］，Cl＝1・761×10‾3，匂＝

7．8×10－8とする。さらに、C2＝Cl＋（cき－Cl）／2＝4・2飢×10‾きとする。ダのノ
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ミナル値は凡＝23．73恥／s】である。ここでは、ダの実際の値はノミナル値より

も大きいものとする。

為，為が為＞為＞為を満たす数であるとき、Cl，G，G，q⊂∑＋を次式で

定義する（図20参照）。

Cl＝　C（cl，C2；旦，為），q＝C（c2，C3；凡，為）

G　＝　C（c2，Cさ；為，為），q＝C（cl，C2；為，為）

α＝0．5，β＝5．0のときに、次の3つの植付】，夷2】，ぜ】を求めた。

耳】＝maX為

β．f．C（cl，C3；凡，為）≠¢

曹】

璃2】

maxf』

β．t．C（cl，C2；旦，為）≠¢，C（c2，C3；旦，為）≠¢

C（c2，C3；為，為）≠¢，C（cl，C2；為，為）≠¢

／う＝れ十
為一旦

2

max穐

き．t．に（C（cl，云2；旦，為））∩紀（C（c2，C3；凡，為））

∩疋（C（c2，C3；為，為））∩疋（C（cl，C2；為，為））≠¢

薫＝旦＋
為一旦

吋】はn全体に対して式（21）が解をもつ場合の為の最大値である。f≦司と

再2】では、C，ダの変域をそれぞれ2等分してnの部分集合叫（査＝1，2，3，4）をつ

くった。ぜ】は各叫（盲＝1，2，3，4）に対する式（21）の形の草が解をもつ場合の為

の最大値である。この場合にはすべての叫に対して仕様を満足する共通のフィー

ドバックゲイン行列の存在は保証されない。璃2】はすべての叫に対して仕様を満

足する共通のフィードバックゲイン行列の存在を保証した場合の為の最大値で

ある。
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実験では為の値を0．1ずつ変化させて最大値を求めた。甜】＝33・1，曹＝56・3

好】の近似値曹を提案したアルゴリズムで求めた0今度の場合、∑＋の中に

凸集合が4つあるので、アルゴリズムを次のように4つの凸集合の場合に拡張

した。（ち，q⊂＝＋に対して、qと交わるエの元に最も近いqの点を通るエ

の元を求める操作を、q→qと書くことにすると、拡張したアルゴリズムは

cl→q→G→q→Clという一連の操作を繰り返す0初期値は適当にqの

点を1つ選び、エ（∬（0））がその点を通るように∬（0）を定めた0

曹＝51．6

求まったフィードバックゲイン行列gは

∬＝【27．68312・53736・040210・0408］

為＝璃8】と為＝曹の2つの場合はともにq（盲＝1，2，3，4）が互いに共有点を

もたないことを確認した。すなわち、qnq＝¢，壱，j＝1，2，3，4，壱≠ブ0

4．2．4　実験結果の考察とまとめ

cど】，曹，C㌘l，Cど】には次の大小関係があるo

。ど】＜ぜ】＜c望l＜cど】

提案したアルゴリズムによって求めたc㌘】の近似値♂は閉ループ系のロバスト性

を保証する意味で、Cど】に軟べて十分に大きいといえる0これはこの例において、

捷案したアルゴリズムが複数のLMI条件を満たす共通フィードバックゲイン行列

を求めるための方法として意味をもつことを示す0ダとcの2つのパラメータに

不確かさがある場合の実験についても同様のことがいえる。この実験は凸集合が

3つ以上ある場合にも、このアルゴリズムが適用可能であることを示している0

4．3　入力と出力に制限がある場合の減衰率の最小化

システム（17）（18）に対して、次の3つの仕様を満たす定数状態フイ‾ドバック

ゲイン行列を求める。
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●仕様1：減衰率

「閉ループ系の減衰率はα以上であること」。

ここでの減衰率とは、次式を満たす最大のαとして定義される。

1imed‖∬（刷＝O

ノルムはユークリッドノルムである。これはシステムの固有値の美都の最

大値の符号を反転した備に一致する。

仕様1を実現する定数状態フィードバックゲイン行列が存在するための必

要十分条件は次式を満たす（且，れ）∈∑＋が存在することである【1】。

An＋凡㌦＋β坑＋I7が＋2α汽＜0

式（22）の解集合をCl⊂∑＋とする0

（22）

●仕様2：入力に対する制限

「初期値可0）＝和であるとき、ある正の数〝に対して、】坤）l≦〝（ま≧0）

であること」。

仕様2を実現する定数状態フィードバックゲイン行列が存在するための一

つの十分条件は、次式を満たす（為，鴇）∈∑＋が存在することである【1］0

A残＋為Ar＋β靖＋l官βr＜0

ほ諾ト［ま引≧0　（23）
式（23）の解集合をq⊂∑＋とする。

●仕様3：出力に対する制限

「初期値可0）＝∬0であるとき、ある正の数∂に対して、Iy酬≦∂（f≧0）

であること」。

仕様3を実現する定数状態フィードバックゲイン行列が存在するための一

つの十分条件は、次式を満たす（為，鴇）∈∑＋が存在することである【9】。
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A昂＋為Ar＋β％＋l官βγ＜0

【

巧．．代rJ

C為　∂2J ］
≧0，

式（24）の解集合をCさ⊂∑＋とする。

［

1J・ミ、

ごo fも ］
≧0

（24）

4．3．1　設計1

設計1では仕様1と仕様2をともに満たす定数状態フィードバックゲイン行列

を求めた。状態変数の初期値は台車位置γ（f）以外はすべて0とする0台車位置の

初期値をr（0）＝1として設計することによ？て、lγ酬≦1の任意の初期台車位

置に対して仕様を満足することを保証できる0仕様2における入力の絶対値の最

大値は〝＝1とした0以上の条件の下で、減衰率αが最大になるゲイン行列を求

まず、式（14）にもとづいて、凸最適化法により設計し、最も大きな減衰率を達

成するゲイン行列∬囲を求めた。このときの減衰率の最大値をα監℡とする。こ

の設計問題は一般化固有借間題に帰着され、大域的最適解を得ることができる0

結果は次のようになった○

α監訂＝0・4620

∬【11＝［3・49840・13080・04891・0767］

。監は大域的最適解であるから、α＞8乱立では、Clnq≧＝¢である0すな

わち、式（14）は成立しない0

次に式（13）に基づいて、提案したアルゴリズムで設計した0減衰率αをステッ

プ幅0．01で更新し、最も大きなαの値を達成するゲイン行列∬【2】を求めた。こ

のときの。の最大値を。胤＃とする。初期値要）は次のように選んだoC’1とC2

の互いに最も近い点を求め、そのq側の点を通る£の元をエ㌢）とした0結果は

次のようになった。

α監虞＝0・90

∬【2】＝［5・16110・77930・33791・4024】
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図26，27にゲイン行列∬【1】，∬【2】を用いたシミュレーション結果を示す。図26は

台車の位置叫）の時間変化、図27は制御入力％（f）の時間変化のグラフである0た

だし、γ（0）＝1とした。それぞれフィードバックゲインとして、必1】を用いた場

合の結果を破線で、∬【2Iを用いた場合の結果を実線で示してある。∬【2】の方が、

偏差がすみやかに減衰していることがわかる。

仙●d坤■引M叫椚＝一価●什J叫■
1ヱ

0．0

0．¢

冨

0．4

ヽ

＼．

＼

＼

ーーーー・Kllt

∴x同■

山一

○

・・■．2
0　　　　1　　　　2　　　　8　　　　▲ 5

tlM●tl●〉I

図26設計1：γ（f）の変化
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th●tOnlrdl叫

図27設計1：坤）の変化

E

0．1

0．●

○▲

0

＿0．2

一0．1

J．0

4．3．2　設計2

設計2では仕様1，2，3をすべて満たす定数状態フィードバックゲイン行列を求め

た。初期値は振子角度叩）以外はすべて0とする。振子角度の初期値を呵0）＝0・5

として設計することによって、回0）l≦0．5の任意の初期振子角度に対して仕様

を満足することを保証できる。仕様2における入力の絶対値の最大値は〝＝3と

した。また、仕様3における台車位置の絶対値の最大値を∂＝0・5tm】とした0以

上の条件の下で、減衰率αが最大になるゲイン行列を求めた0

まず、式（14）にもとづいて、凸最適イはで設計を試みた0しかし、qnC3＝¢

となり、この方法では、3つの仕様をすべて満足するゲイン行列を求めることは

できないことがわかった。

次に式（13）に基づいて、提案したアルゴリズムで、3つの仕様をすべて考慮

して設計をおこなった。減衰率αをステップ幅0．01で更新し、仕様2及び仕様

3を満たし、仕様1に関して最も大きなαの値を達成するゲイン行列打【2】を求め

た。このときのαの最大値を槻立とする。初期値エ㌢）の選び方は次の通りであ

る。G内の点を適当に選び、その点を通る£の元を初期値エ㌢）とした。結果は
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次のようになった。

α監＝1．37

∬l2】＝【5・98650・85881・69092・2994］

シミュレーションの結果、台車の位置け（川の最大値は0．47叫m】であった。

α＝α監のとき、Cl，抗およびGの関係は次のようになった0

ClnC2＝¢，qn（ち＝¢，C3nC′1≠¢　　　　（25）

また、アルゴリズムの解への収束性をみるため、押とqとの距離d2の変化

を図28（た＝1，…，10）、図29（た＝11，…，78）に示した0

伽m血…叫㌦叩

図28設計2：d㌢）の変化（た＝1，…，10）
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▲．ら

▲

乱5

羞乙5

2

1．5

0．5

0

図29設計2：ぜ）の変化（た＝11，…，78）

4．3．3　評価

提案したアルゴリズムによって、式（13）を満たす解を直接見つけることがで

きることを示した。設計1では、式（14）にもとづいて、凸最適化法で設計した

場合に較べて、2倍近い減衰率を達成することができた。設計2の結果は、凸集

合が3つの場合にも提案したアルゴリズムが有効であることを示している0ただ

し、式（25）から分かるように、ClとGは共通点をもっている0

ここで、アルゴリズムを実装する上で問題になる計算量などの点について述べ

ておく。

．まず、アルゴリズム中で用いられる計算について説明する云必要な計算は次の

2種類である。1つは初期値を求めるための計算である0これは、あるLMIの

解集合の中の1点を見い出す問題であるので、LMIの可解性問題である。もう1

っは、エ（叩こ最も近い凸集合Cの点を求める計算である0これは、もMIを制約

として線形関数を最小化する問題となる○いずれも凸計画問題に帰着され、内点

法などによって高速に解くことができる。

次に計算量について述べる。以下に述べる計算時間は、次の条件のもとでのも
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のである。まず、計算に用いたのはCPUがAlpha21064（300MHz）の計算機であ

る。また、LMIはMATLABのLMITbolboxで解いた。

設計1では、α沈むを求めるのに要した時間は0・7坤ec】であり、提案アルゴリ

ズムによってα監才を求めるのに要した時間は4・4時ec】である。このときの反復

はゐ＝2で終了している。設計2では、提案アルゴリズムによってα監‡を求める

のに要した時間は263．10【seclである。このときの反復は鳥＝79で終了している。
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5．吸収冷凍機への応用

5．1　背景

吸収冷凍機はビルなどの冷房に使われる装置である0これに対する負荷追従の

ための制御方式は主にPID制御であった0この方式では、PID制御器を複数個

組み合わせて用いることになるが、その調整は試行錯誤を伴う厄介な作業である

【22】0この間題を解決するために、最適制御理論に基づいて制御系を設計するこ

とが考えられる。これはPID制御のような試行錯誤は必要なく、最適レ・ギュレ一

夕が評価基準に応じて一意に定まる。最適制御理論に基づいて制御系を設計する

には、制御対象のモデルが必要である。ダイナミックモデルをある動作点で線形

化した局所線形化モデルは、吸収冷凍機のように非線形性の強いγステムでは、

動作点が変化したときに実システムとの誤差が大きくなるため間翠鱒ある0非線

形システムを座標変換とフィードバックによって大域的に線形化する方法【7】も

研究されているが、現実の複雑な非線形システムに適用することは難しい0

非線形システムに対して、大域的に性能が保証された制御器を得る別の方法と

して、非線形システムを複数の動作点で線形化し、得られた線形化システムの集

合をモデルとして制御系を設計するアプローチがある0このアプローチには次の

2つの方法がある。各線形化システムに線形制御器を設計したあと、．それらを補

間するゲインスケジューリング制御系を構成する方法【13］t23】と、この線形化シ

ステムの集合を不確かさをもぅた一つの線形システムと考えて、ロバストな制御

器を設計する方法である0後者はさらに、不確かさを表現する方法によって、パ

ラメトリックな方法と非パラメトリックな方法に分けられるo

webbらは非パラメトリックな方法を固定槽反応掛こおけるメタン生成反応の

制御に適用した叫。その手順は次の通りである0まず動作点を3つの領域に分

け、それぞれの領域について入出力データを収集する。このデータからスペクト

ル解析によって各領域ごとの伝達関数を求める0これら3つの局所的な伝達関数

から、領域写像法（Regions－MappingTeclmique）と呼ばれる方法によって、ノミ

ナルモデルと不確かさの範囲を求めた0彼らはこの同定された不確かさのもとで、

システムを常に安定化するIMC制御器を設計している。一方、パラメトリック
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な方法としては、線形システムのシステム行列の成分に不確かさがあると考え、

その変動範囲を行列ポリトープであらわし、制御系を設計する方法が提案されて

いる【1】。本論文では、物理モデルから導かれた非線形の状態方程式を複数の定常

点で線形化し、得られた線形化システムのシステム行列がつくるポリトープを不

確かさの範囲とする方法（2．3節の大域的線形化の手法）を採る。そして、この不

確かさのもとでシステムを安定化し、さらに外乱の影響を最小化する制御器を設

計する。この制御器の設計仕様はLMIで記述される（2．2．2節参照）。

5．2　吸収冷凍機

5．2．1　吸収冷凍器の原理

冷凍機は低温部から熟を革い、高温部へ熱を放出する装置である0低温部で熟

を奪うために冷媒の気化熱を利用するが、そのために低温部は圧力を下げ、冷媒

の沸点を下げる。また、高温部で熱を放出するために、高温部の圧力右上げ、蒸

気の凝縮温度を上げる。低圧の低温部から高圧の高温部へと冷媒蒸気を移すため

に、圧縮横を用いるのが一般的であるが、吸収冷凍器では圧縮器の代わりに、吸

収剤を用いる。すなわち、低温部で生じた冷媒蒸気を吸収剤水溶液で吸収し、そ

れをポンプで高温部へ運ぷ、本論文では、吸収剤と冷媒にそれぞれLiBrと水を

用いる吸収冷凍機を扱う。

5．2．2　吸収冷凍機の構成

本論文で扱う吸収冷凍機のプロセスフロー図を図30に示す。この吸収冷凍機の

主な要素は蒸発器、吸収器、発生器および凝縮器である。熟を奪いとる装置は蒸

発器であり、熟を放出する装置は凝縮器である。熟を含んだ蒸気を移す役割をす

るのが吸収器と発生器である。個々の要素について以下順に説明する。
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図30吸収冷凍機のプロセスフロー図

W5

1．蒸発器

負荷システムから熟を奪って温度が上昇した冷水が、ここで熟を放出して

再び低温になり、負荷システムへ送られる。ここでは冷媒（水）が気化し熟

を奪う。圧力はおよそ10瓜Paであり、このときの水の蒸発温度は約280K

である。

2．吸収器

蒸発器で発生した蒸気がここでLiBr水溶液に吸収され、ポンプで発生器へ

と送られる。LiBr水溶液は温度が低いほど、また濃度が高いほど、蒸気を

よく吸収する。Li駄溶液の温度が高くならないようにするために、冷却水

で冷やす。
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3．発生器

発生器でLiBr水溶液はスチームで加熱され、水分を蒸発させる。こうして

高濃度になった溶液は吸収器へ戻される。

4．凝縮器

ここで冷媒（水）が凝縮し熟を放出する。圧力はおよそ　93．3bPaであり、

このときの水蒸気の凝縮温度は約318Kである。凝縮した水は蒸発器へ送

られる。

5．2．3　ダイナミックモデル

吸収冷凍機のダイナミックモデルの導出に卒たって、次の仮定をおく。

●蒸発器、吸収器、発生器および凝縮器は集中定数系とする。

●発生器と凝縮器のホールドアップは一定とする。

●発生器と吸収器において、蒸気とLiBr水溶液について気液平衡が成り立つ。

●凝縮器では蒸気は露点温度で完全に凝縮する。

●発生器において、加熱蒸気は完全に凝縮する。

以上の仮定のもとに導いた各要素のダイナミックモデルを以下に示す。各変数の

説明は表2，3にまとめた。

1．吸収器

●物質収支

誓＝凡＋坑一馬

J‖；ミニ

戯
＝為どき一角f2

イ‖■ごJJご

戯
＝為塙＋理卜牒灘一々A
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●Li】〕r収支

●熟収支

（26）

（27）

（28）



2．発生器

●物質収支

●LiBr収支

●熟収支

3．凝縮器

●熱収支

4．蒸発器

●物質収支

●熟収支

5．負荷システム

些＝昂＿凡一馬＝0
戯

州二ふ

戯．
＝乃ど7－凡∈4

讐竺封彿＋Q。一札坑一瑚
虎

馬五；＝　¢c＋為仇′花
J‖1〃1

成
鳥月で」筏穐

誓＝為一旦

凡仇十凡鶴＋Qβ＝凡才い（為＋為一旦岬β

dlγ1ガ1

戯

dl穐∬Ⅳ2

戯

＝（為十為一凡）ガβ一馬仇

＝鞄岬肌一方Ⅳ2）＋軌
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（29）

（30）

（31）

（32）

（33）

（34）

（35）

（36）

（37）



表2吸収冷凍機のダイナミックモデルの変数（1）

為

残

為

為

為

鞄

鞄

ガ1

ノJご

ガ3

月4

月wl

〃ll・ニ

il

il

吸収器で吸収される蒸気の流量　【kg／s］

LiBr希水溶液流量　　　　　　［kg／s］

蒸発器循環水流量　　　　　　　［kg／s】

LiB一浪水溶液流量　　　　　　【kg／s】

発生器発生蒸気流量　　　　　　rkg／s】

冷却水流量　　　　　　　　　　恥／s］

供給冷水流量　　　　　　　　　rkg／s】

蒸発器の水のエンタルピー　　　【kJ／kg】

吸収器のLi】〕r溶液のエンタルピー［kJ／kg】

凝縮器の水のエンタルピー　　　【kJ／kg】

発生器のLiBr溶液のエンタルピー【kJ／kgj

供給冷水のエ．ンタルピー　　　　【kJ／kg】

戻り冷水のエンタルピー　　　　【kJ／kg】

蒸発器の蒸気のエンタルピー　　［kJ／kg】

発生器の蒸気のエンタルピー　　【kJ／kg】
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表3吸収冷凍機のダイナミックモデルの変数（2）

為　＝　吸収器の蒸気の圧力

ち　＝　発生器の蒸気の圧力

Q上　＝　冷房負荷

花　＝　凝縮器蒸気温度

指　＝　蒸発器蒸気温度

托1＝　吸収器へ供給される冷却水の温度

舘2　＝　凝縮器へ供給される冷却水の温度

先3　＝　冷却塔へ供給される冷却水の温度

l仇．＝　蒸発器内の水の重量■

l戦　＝　吸収器内のLiI如溶液の重量

l穐　＝　凝縮器内の水の重量

Ⅵ㌔　＝　発生器内のLiBr溶液の重量

g2

ど4

吸収器LiIさT溶液濃度

発生器LiBr溶液濃度

【Pa】

【Pa】

tkJ／sl

【K］

【K］

［K】

【K】

【K】

【kg】

tkgl

［kg】

［kg】

tkg／mき】

【kg／m3】

上記の10個の微分方程式の中から、独立な7式を状態方程式として選んだ0

状態変数は表4の7つである。

表4状態変数

ガ1蒸発器の水のエンタルビー

筏　吸収器のLiBr水溶液のエンタルピー

坑　凝縮器の水のエンタルピー

坑　発生器のLiBr水溶液のエンタルピー

l穐　吸収器のホールドアップ

モ2　吸収器のLiBr水溶液の濃度

ガⅣ2　負荷システムから戻される水のエンタルピー
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吸収冷凍機の設計パラメータ（伝熟面積A、総括伝熟係数U、ホールドアップ

W）の値を表5に示す。また、シミュレーションに用いた各状態変数の初期値、お

よび他の変数の値を表6，7に示す。これらの値は文献［26】より得た0シミュレー

ションではエンタルピーを次のように計算した。LiBr水溶液のエンタルピーは実

験データ【22］から得た次の回帰式【26】を用いた0

ガ＝（3．01×10－2＋6．32×10‾571）g2＋卜3・05－1・48×10‾2r）打1・21×102＋1・04丁■

ただし、50恥／m3】＜g＜70【kg／mさ】の範囲とする。水のエンクルピーは温度

刊OC】から次式で計算するo

g＝r＋100

構成要素伝熱面積【m2】総括伝熱係数品　ホールドアップ恥】

吸収器

発生器

凝縮器

蒸発器

熱交換機

105．27

31．72

23．84

37．45

6．73

0．09729

0．19444

0．58816

0．46720

0．04981

可変

640

120

可変
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表6プロセス変数の初期値（1）

凡

為

為

為

為

0．1144［kg／sec】

0．7305【kg／sec】

2．0833【kg／sec】

0．6161【kg／sec】

0．1144【kg／sec】

jも　18．4333【kg／sec】

穐　16．7992【kg／sec】

ガ1　440．35【kJ／kg】

月っ　　255．79【kJ／kg】

為　　5蝕63【kJ／kg］

月4　　358．40【kJ／kgl

ガⅣ1447．68　tkJ／kg】

耳椚　463．62【kJ／kg】

も1 2925．9′【kJ／kg】

3101．4【kJ／kg】
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表7プロセス変数の初期値（2）

fち　　885．3

島　田69．9

【Pa】

［Pal

吼乙：祁7．78【kJ／seq

岡

【K】

胴

囲

囲

【kg】

Tb　312．73

二指　278．25

7b1301．63

花2　305．96

：指3　309．69

Ⅵ1

1鴨

l穐

l仇

l穐

143．17

7

1

76．74

20．00

640．00

640．00

【kg】

【短】

匹g】

【kd

缶　≒舗．955∴匹g／m3】

ら　67．527　匹g／m3】

5．2．4　冷凍容tと客土制御

冷凍容量とは単位時間に奪うことのできる熱量のことであり、冷凍装置の能力

をあらわす指標の一つである。吸収冷凍機の冷凍容量Qェは次式で決定される

f狗○

Qェ＝
如為（g4－f2）

ぞ4
（38）

ここで、恥為，ぞ2およびg4はそれぞれ、冷媒蒸気1kgあたりの冷凍能力、吸

収器から発生器へと送られるLi取水溶液の流量、吸収器内のL迅r水溶液の濃度

および発生器内のLiBr水溶液の濃度をあらわす。式（38）より、Lほ打水溶液循環
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量F2を変化させると冷凍容量Qェも変化することがわかる。しかし、このとき

（f。－ぞ2）／g4も変化する。

図31は供給冷水温度ル1を280Kとしたときの定常状態における為とQ上の

関係を図示したものである0為とq上の関係は非線形であることがわかる0薫を

制御入力として用いるために、為とQ上の関係を線形化する方法が研究されてき

た【22】0一つの方法は、LiBr水溶液循環量残が増えると有効伝熱面積が増える

ような特別な構造を発生器に導入することである0また、加熱蒸気圧力を為と

連動して操作する方法もある○しかし、本論文では、発生掛こ特別な構造を用い

たり、他の操作入力を用いることなく、溶液循環量為を操作入力として用いる

制御方法を検討する。

図31中に丸印で示した3点を、このシステムの代表的な動作点として選んだ0

これらを動作点H，動作点Mおよび動作点Lとして参照する0動作点Mは平均

的な負荷に対する動作点である0また、動作点HおよびLはそれぞれ、想定して

いる最も高い負荷と最も低い負荷に対する動作点である。これらの動作点におけ

る為とQ上の値を表8にまとめた0対象プロセスでは、溶液循環量為を入力、

供給冷却水温度ル1を出力、負荷Q上の変動を外乱とみなすことができる0動作

点H，MおよびLにおいて、為をステップ状に0・025【kg／sec】だけ増加および減少

させたときの、供給冷却水温度7レ1の開ループ応答のシミュレーション結果を図

32から図37に示す。対象プロセスの定常ゲインが動作点によって大きく変わるこ

とがわかる。
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図31定常状態におけるQェと為の関係

表8動作点H，M，いこおける為とQ上の値

記号　為tkg／sj Qム【kJ／s】

H　　　2，158　　　347　高冷房負荷

M O．7304　　　268　中冷房負荷

L O．3966　　　1錮　低冷房負荷
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g

声

282

281．5

281

280．5

280

279．5

279

278．5

278
0　5000100001500020000250003000035000

図32動作点Hで鳥がステップ状に＋0．025【kg／sec】変化したときの開ループ

応答

g

き
ト

282

2（）1．5

281

280．5

280

279．5

279

278．5

278

0　　50001000015000200002500030000　35000

図33動作点Hで為がステップ状に一0．025【kg／sec】変化したときの開ループ応答
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g

声
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281．5

281
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0　　5000100001500020000　25000　30000　35000

図34動作点Mで為がステップ状に＋0．02坤g／sec】変化したときの開ループ

応答

g

声

282

281．5

281

280．5

280

27g．5

27g

278．5

278

0　　5∝旧1000015000　20∝旧　25000　30000　35000

tim8tSeC】

図35動作点Mで為がステップ状に－0．025【kg／sec】変化したときの開ループ

応答
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図36動作点Lで為がステップ状に抽025【kg／sec】変化したときの開ループ

応答

g

き
ト・

282

281．5

281

280．5

280

279．5

27g

278．5

278

0　500心10000150002000025∞030∞035000
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5．2．5　吸収冷凍機の微分包含によるモデル化

ステップ状の外乱に対して、定常偏差を零にするために、制御系は積分器を含

む必要がある。そこで、吸収冷凍機に積分器を付加した拡大システムを考え、こ

れをあらたに制御対象とみなすことにする（図38参照）。

U
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ズユ　‥・∬7

∫l

／

AⅦgmemtedSy或em

囲38　拡大システム

イ・

y

拡大システムは、積分儲のダイナミクスと、物理的なモデリングによって導か

れた吸収冷凍機のダイナミックモデル（26）－（37）をまとめて、次のようにあらわ

すことができる。

虎　＝J（諾，叫可

y　＝　タ（∬，叫ひ）
（39）

各変数の意味は次のとおりである。諾は状態ベクトルであり、訂1，…，£7はそ

れぞれ、ガ1，月2，月8，仇，l戦，ど2，ガⅣ2の動作点Mにおける僅からの偏差をあらわ

す。才8は積分器の状態である。ひ∈溌は外乱であり、負荷Q上の動作点Mにお

ける値からの偏差をあらわしている。また、≠∈謬トは入力であり、LiBr水溶液循

環量為の動作点Mにおける偉からの偏差をあらわしている。さらに、y∈紀は
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出力であり、供給冷水温度ル1の動作点Mにおける値からの偏差をあらわして

動作点Mはシステム（39）の原点である0動作点Mは定常状態であるので、次

式が成立する。

J（0，0，0）＝　O

g（0，0，0）＝　0

拡大システムに対する状態フィードバック則を設計するために式（39）から、2・3

節の大域的線形化の手法で、線形時変システムを用いて制御系設計用のモデルを

っくる。式（39）を動作点H，M，Lでそれぞれ線形化をおこない、3つの線形化シ

ステムの係数行列から、次の線形時変システムを得る0

盆　＝　A（t）芳＋乱（f）咄＋軋（電）髄，

y　＝＝　C（申＋かぴ（t）w＋仇（t）叫

［1：：∴；：：：；
乱（電）

刀≠（f） 1
∈n，か坪山＝≧0・

（40）

（41）

ここで、

n＝C（〉

〈［

Ag

芸：：封［£芸：ニ慧＝‡：芸：：芸：］〉
（42）

ただし、Coは集合の凸包をあらわし、係数行列の添字H，M轟はそれぞれ動作

点H，M，Lにおける線形化システムの係数行列であることを示す0線形時変シス

テム（40）（41）（42）は微分包含と呼ばれるものの一種である0

5．3　外乱から出力ヘのム2ゲインを最小化する制御系設計

吸収冷凍機の制御目的は、負荷変動に対して供給冷水温度を一定に保つこと

である。本論文では負荷変動を外乱、供給冷水温度を出力とみなし、外乱から出
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カヘのエ2ゲインを最小化する状態フィードバックゲインを求めることにする。ま

ず、ム2ゲインに関する仕様のみで設計する。仕様は次のようにまとめられる。

●仕様0

線形時変システム（40）（41）（42）を安定化し、動作点Mにおける外乱wから

出力yへのム2ゲインをある与えられた正数7より小さくすること。また，

外乱wのステップ状の変化に対して出力yに定常偏差があらわれないこと。

ここでは、外乱wから出力yへのム2ゲインは、動作点Mにおける線形化シス

テムで評価することにした。定常偏差に関する仕様は、拡大システムが積分器を

含むので、既に満たされている。　仕様は次のLMIであらわされる（2．2参照）。

●仕様0に対する十分条件をあらわしたLMI

［

A〟P＋PA忘＋乱〟y＋yアβ㌫＋且ひ∬β冨〟（C〟P＋仇〟y）r

C〟P＋仇〟y　　　　　　　　　－72∫‾

んP＋PA言＋且止y＋yrβ£　＜　O

AgP＋PA芸＋軌∬y＋yrβ詣　＜　0

］
＜0

（43）

（44）

（45）

ここで、■やは8次正走対称行列、yは8次元行ベクトルである。式（43）（44）（45）

を制約条件として7を最小化する問題は、固有借間題と呼ばれる1つの凸計画

問題に帰着され、大域的な最適解を求めることができる（2．1参照）。数値計算に

よって得られた、7の最小値7いゲイン行列私、また動作点Mにおける閉ルー

プ系の減衰率、すなわち固有値の実部の最大値の絶対値α。は次の通りである。

私＝い835．去■72。1．2249．。275…62．3－29661．71212＝。］
α。＝1．876×10－9
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得られた亀は過大な操作入力を要求するものであり、実装上好ましくない。

また、減衰率は0に近く応答が遅い。これらの問題を解決するために仕様をみな

おす。

5．4　入力と減衰率に関する仕様を付加した設計

5．4．1仕様の再検討

ゲイン行列がハイゲインになり、過大な操作入力が必要になることを避けるた

めに、入力に関する制約を仕様として追加する0また、減衰率が小さくなりすぎ

ることを防ぐために、減衰率に関する制約も仕様として追加する0仕様を動作点

Mに対する仕様1と、線形時変システム（40）（41）（42）全体に対する仕様2に分け

て整理すると、次のようになる。

●　　仕様1

動作点Mにおいて次の条件が満たされること。i）外乱wから出力yへの

ェ2ゲインがある与えられた正数7より小さくなる。ii）減衰率がある与えら

れた正数αより小さくなる。

●　　仕様2

線形時変システム（40）（41）（42）に対して次の条件が満たされることoi）閉

ループ系が安定であること。ii）初期状態可0）＝∬0のとき？ある与えられた

正数〝に対してl坤）】≦〝を満たすことoiii）外乱wのステップ状の変化

に対して出力yに定常偏差が現れないこと0

定常偏差に関する仕様が、拡大システムが積分器を含むことから、既に満た

されていることは、前述の通りである。

それぞれの仕様に対応するLMIを以下に示す（2・2参照）。

●仕様1に対する十分条件をあらわしたLMI

［

A〟旦＋札喘＋軋∬れ＋咋β㌫＋軋〟β冨〟（C〟ろ十β≠〟れ）r

q肌汽＋仇〟れ　　　　　　　　－72J
（呈6デ0



A〟ろ＋凡喘＋軋〟れ＋打払＜－2α汽

●仕様2に対する十分条件をあらわしたLMI

A小汚＋為A≡＋軌エ％＋1才β£　＜　0

4軌範＋み喘十昆〟坑＋】すβ㍍　＜　O

A方ろ＋昂．嶋＋孔∬％＋l才亀　＜　0

ほ諾］

に引

≧　0

≧　0

（47）

（4竿）

（49）

（50）

（51）

（52）

ここで、打戯は8次正走対称行列、甘弟は8次元行ベクトルである。仕様1

に対応したLMI‥（46）（47）の解集合をCl、仕様2に対応したLMI：（48）－（52）の解

集合をqとする。

5．4．2　設計結果と考察

吸収冷凍機システムに対して、仕様1および仕様2を満たす定数フィードバッ

クゲイン行列を求める。ここでは、αと〝の値は固定し、外乱除去特性の指標

である7の値の最小値でフィードバックゲインの性能を評価する0■始めに、2つ

の仕様を満たす定数状態フィードバックゲイン行列が存在するための十分条件が

成立する場合、すなわちClとqが共通点をもつ場合にゲイン行列を求める。7

の値がある値より小さくなると、qとqは共通点をもたなくなり、十分条件を

満たす解は存在しなくなる。その場合に、2つの仕様を満たす定数状態フィード

バックゲイン行列が存在するための必要十分条件から、3．3．1節のアルゴリズムで

68



解を求めることによって、さらに小さな7の値をとるゲイン行列が得られること

を示す。

実験ではα，〝および芳0の値はそれぞれ次のように設定した0

α　＝　0．00001

和＝ト0・01730・07740・1417－0・11740・65840・065…03770・0000］T

clとGの共通点に基づく解法Clとqが共通点をもつとき、7を馴、にする

定数フィードバックゲイン行列を求める問題は固有借間題と呼ばれる1つの凸計

画問題に帰着され、大域的な最適解を求めることができる。このときの7の最小

値7い求まったゲイン行列払および減衰率α一は次の通りである0

私＝［0．72402．95500・1428－0・15100・4183－12・43314・7444－0・0015］

α一　＝　0．000115

clと坑の共通解に基づかない解法前節で得た7■は大域的最適解であるから、

7の値が7．より小さくなると、ClとGは共通点をもたなくなる0この場合に

3．3．1節のアルゴリズムでゲイン行列を求める0設計は仕様を強めながら段階的に

ぉこなう。すなわち、初めに比較的大きな7の億で解を求め、その解を初期値と

してより小さな7の値で解を求める、という操作を繰り返す0このように段階的

な方法をとるのは、初めから強い仕様で解を求めようとすると、初期値の選び方

が難しいからである。琴際の設計は次のようにした。

●第1段階

clに最も近いC2の点を初期値とし、↑＝0・037としてアルゴリズムを実行

した。庵＝8で解に収束し、求まったゲイン行列による閉ループ系の7の

値（エ2ゲイン）は0．0320であった。
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●第2段階

第1段階の解を初期値とし、7＝0．031としてアルゴリズムを実行した。

た＝33で解に収束し、求まったゲイン行列による閉ループ系の7の値（上2

ゲイン）は0．0297であった。

●　第3段階

第2段階の解を初期値とし、7＝0．0296としてアルゴリズムを実行した。

た＝1000でも解に収束せず、このアルゴリズムでは解が求まらないものと

判断し設計を終了した。

最終的に得られた7の最小値≠、求まったゲイン行列払および減衰率α几は

次の通りである。

≠．＝　0・0297

私＝［0・34903・16670・03320・02610・0409－7・77062・7256－0・0002】

α几　＝　0．0000370

≠の値は≠の値の80％になっている。

ゲイン行列の評価　　前節で得られたゲイン行列を、シミュレーションで評価し

た。負荷を周期的に変動させ、出力の変化を調べた。負荷変動は周期1200【secト

振幅18．坤J】の正弦波振動とした。動作点Mを中心とする負荷変動を図39に示

す。この負荷変動に対する出力y＝孔′1の変化を図40に示す。（2ェ＝228．叫J／sec】

を中心とし、下限値が動作点Lとなる負荷変動、Qェ＝307・坤J／5eC】を中心とし、

上限値が動作点Hとなる負荷変動に対する、出力y＝ル1．の変化をそれぞれ図

41，42に示す。それぞれ、十分条件に基づき、qとqの共通点から設計したゲイ

ン。軋を用いたときの結果を破線で、十分条件が成立せず、qとちが共通点を

もたないとき、必要十分条件から3．3．1節のアルゴリズムで求めたゲイン私を用

いたときの結果を実線で示した。シミュレーションの結果を表9にまとめた。こ

の裏は、負荷が変動し始めてから、1時間の間の出力の最大値、最小値および変

化幅を示している。表の最下段は私を用いた場合と軋を用いた場合との出力
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の変化幅の比である0動作点Mで、76・5％と最も大きな差があらわれているが、

動作点L，Hでもこの値に近い差を得ている0これによって、十分条件が成立せず、

clとqが共通点をもたない場合に、必要十分条件から、3・3・1節のアルゴリズム

でゲイン行列を求めることによって、負荷変動に対して出力の変化がより小さい

ゲイン行列が得られることが分かる0図43は動作点Mにおける負荷変動（図39）

に対する入力F2の時間変化のグラフである0入力に対する制約を仕様に含めた

結果、軋を用いた場合も、琉を用いた場合も共に許容可能な入力にすることが

できたことが分かる。
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表9正弦波状の負荷変動に対する出力の変化幅の比較

Qム：冷房負荷の平均値

Qェ＝228．0　　　　　釦＝268・O Qェ＝307・5

最大　最小　変化幅　最大　最小　変化幅　最大　最小　変化幅

Ks　280．15　279．糾　0．31　280．17　279．83　0．34　　2銅・20　279・80　0・40

Kn　2弧13　279．88　0．25　　280・13　279・87　0・26　　2帥・16　279月5　0・31

変動幅

の比率
80．7閻　　　　　　76・5［％】　　　　　77・5【％】
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6．結論

ぁる制御仕様を満たす定数状態フィードバックゲイン行列が存在するための条

件がLMIであらわされれば、そのようなゲイン行列を求める問題は、LMIの実

行可能解の一つを求める問題となり、凸計画間邁の一つとして、大域的な最適解

を高速に求めることができる0複数の制御仕様を満たすゲイン行列は、各仕様に

対応したLMIの共通解を求めることにより、やはり凸計画問題の解として得る

ができる。しかし、各仕様に対応したLMIが共通解をもつことは、複数の制御

仕様を満たすゲイン行列が存在するための十分粂．件に過ぎない。

複数の制御仕様を満たすゲイン行列が存在するための必要十分条件は、LMIの

変数の空間にかて、ゲイン行列に対応した線形部分空間（一つのゲイン行列を

与える変数の集合）が、各仕様に対応した上MIの解集合と、それぞれ交わるこ

とである。この必要十分条件からゲイン行列を求める問題は、各仕様に対応した

LMIの解集合が共通点をもたないとき、一般に非凸な問題であり、直接解くこと

は困難である。本論文では、解集合が共通点をもたないときに、必要十分条件か

らゲイン行列を求める一つのアルゴリズムを掟案した0

制御対象の状態数と入力数がともに1である場合について、このアルゴリズム

の理論的な解析をおこない、アルゴリズムが収束すること、および、初期値を解

の十分近くに選べば、必ず解に収束することを示した0

このアルゴリズムが、制御系の設計法として有効であることを示すために、2

っの制御対象について数値実験をおこなった。第1の制御対象は、制御系のベン

チマーク問題として知られる倒立振子である0このシステムの状態数は4、入力

数は1である。まず、振子軸の粘性摩擦係数と台車駆動系の等価粘性摩擦係数が

不確かである場合に、閉ループ系の固有値の範囲を保証するロバスト制御系を設

計した。不確かなパラメータの範囲を分割し、各区画で固有値の範囲を保証する

LMIをつくり、その解集合をもとにゲイン行列を求める0解集合の共通点から求

めたゲイン行列に較べて、提案したアルゴリズムで求めた、解集合が共通点をも

たないときのゲイン行列は、許容可能な不確かきの範囲を約3倍にすることがで

きた。またこの設計例から、仕様が3つ以上の場合にもこのアルゴリズムが適用

可能であることが確認できた。
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次に、倒立振子に対する制御仕様として、減衰率と入力に関する制限をそれぞ

れ与え、この2つの仕様を満たすゲイン行列を求めた。入力の上限値を固定した

とき、各仕様に対応するLMIの解集合の共通点から求めたゲイン行列に較べて、

提案したアルゴリズムで求めた、解集合が共通点をもたないときのゲイン行列は、

減衰率を約2倍にすることができた。

第2の制御対象は吸収冷凍機である。このシステムの状態数は8、入力数は1

である。物理モデルから得られた非線形システムを微分包含で近似して制御系設

計用モデルをつくり、制御仕様として、すべての動作点で安定性と入力に対する

制限が満たされること、1つの動作点（平均的な動作点）で減衰率に対する制限

が満たされ、かつ負荷変動から出力変化へのエ2ゲインが貴小であることという

2つの仕様を与え、これら2つの仕様を満たすゲイン行列を求めた。入力の上限

値と減衰率の下限値を固定したとき、各仕様に対応するLMIの解集合の共通点

から求めたゲイン行列に軟べて、提案したアルゴリズムで求めた、解集合が共通

点をもたないときのゲイン行列は上2ゲインを2割小さくできた。

これらの数億実験の結果から、次のことがいえる。提案したアルゴリズムは、

制御対象の状態数が1ではない一般の場合にも、十分条件が解をもたないときに、

必要十分条件を満たす解を見い出すことが期待できる。この場合、十分条件から

ゲイン行列を求めていた従来法に較べて、よりよい制御性能をもつ制御系を設計

することができる。

制御対象の状態数と入力数がともに1であるという場合以外の一般の場合に

っいて、提案したアルゴリズムの収束性を理論的に考察することは今後の課題で

ある。
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付銀

A．複数の仕様を満たす定数状態フィードバックゲイン

行列を求める他の方法

この節では、これまでに捷案されているアルゴリズムの中で、複数の仕様を満

たす定数状態フィードバックゲイン行列を求めるために用いることのできるもの

を挙げ、本研究で提案する方法との比較をおこなう0

A．1幾何的なアルゴリズム

複数の仕様を満たす定数状態フィードバックゲイン行列を求めるための幾何学

的なアルゴリズムが提案されている【1恥収束性については何も示されていない

が、多くの数値例で解が得られている、と報告されている。

制御対象が式（10）で与えられているとする0

A．1．1　アルゴリズム

基本的な考え方　このアルゴリズムも空間＝で、ゲイン行列に対応した集合を、

仕様に対応したLMIの解集合との距離に基づいて更新しながら、すべての仕様

を満たすゲイン行列を求めようとするものである0

このアルゴリズムでは、LMIの解集合はすべて凸錐であらわされ、実際のゲイ

ン行列の探索は、∑の中の超平面x上でおこなわれる0超平面xは次式で定義さ

れる。

x＝（（P，y）∈∑：取（－
［箸］ア［；］）・c＝0｝

ここで、Cは適当な正の数であるocが0のとき、Xの法ベクトル方向の半空間

は、安定化フィードバックゲイン行列の存在領域になっている0それゆえ、ゲイ

ン行列の探索をx上に制限したとしても、一般性は失われない0ただし、エ（∬）
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の存在範囲も、この安定化フィードバックゲイン行列の存在領域に制限される0

エ（∬）をそのように再定義する0

エ（∬）：＝（（P，y）∈∑＋：Af，＋PAr＋βy＋yアが＜0）

仕様に対応した1MIの解集合の等価変換　まず、仕様に対応したLMIの解集合

をすべて凸錐であらわす。ある仕様に対応したLMIが次式で与えられたとする。

ダ（ろy）＜0

このLMIの解集合をCとする。Cが凸錐ではないとき、次のようにして得ら

れる集合∂はCを含む最小の凸錐である。

パラメータβ∈沢，β＞0を新たに導入したLMI：

厨（β，テ，き）‥＝げ（ろy）＜0，β：＝β汽車：＝βy

∂を次式で定義する。

∂‥＝（厨（卓，テ，β）＜0，∃β＞0）

アルゴリズム　説明を簡略にするために、仕様の数は2であるとする。ゲインの

初期値∬（0）は仕様ざ1を満たすと仮定し、が（〝（0））∩∂ぎに属する1点Q（0）は既

知であるとする。盲←0とする。図44参照。ただし、記号の意味は次の通り、

守：＝島nx（盲＝1，2）

エX（∬（‘））‥＝エ（∬（り）nx，㍍（∬（打刃）：＝エ（∬（叫）nx

●Stepl

仕様あが満たされているなら終了。そうでなければ、d（務，が（∬（卓））∩β（Q（‘），γ））

を求め、その解を与えるC2の点をQ（机）とする。Q（机）に対応するゲイン

行列を∬（什1）とする。壷←盲＋1。
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●Step2

仕様ざ1が満たされているなら終了0そうでなければ、d（∂㌢，ぴ（∬（i））∩月（Q（i），γ））

を求め、その解を与えるClの点をQ軒1）とするoQ（叫に対応するゲイン

行列を∬（杵1）とする。f←五＋1としてsteplへ0

ただし、β（∬，申ま∑の点∬を中心とした、半径γの球の球面と内部をあら

わす。

X
蛾鮫i））

eモ

8（ぜiミr）

．班K（i●1））

Q（i）／q（i・1）

図44金田らのアルゴリズム

A．1．2　アルゴリズムの比較

ここでは、本研究で捷案したアルゴリズムとこの章で紹介した文献【19】のアル

ゴリズムとの関係について述べておく。2つのアルゴリズムの相違は、ある仕様

に対応したLMIの解集合が凸錐であるときに、ム（∬）と解集合、あるいは解集合

と解集合の間の距離をどのように定義するか、という問題に対する対応の違いか

ら生まれている。この間邁が生じるのは、凸錐と凸錐（線形部分空間も凸錐の‾

種である）の間には、普通の意味の距離が定義できないからである（図45参照）0
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el
C2

0

図45凸錐の間には距離が定義できない

本論文で提案した方法では、LMIの解集合が凸錐であるときに、エ（∬）との距

離を定義するために、その解集合を錐では寧い閉凸集合に変換した（図46，47参

照）。文献【19】では逆に、錐ではない凸集合Cをそれを含む最小の凸錐∂に変換

する（図48朋参照）。以後、任意の凸集合gに対して、gを含む最小の凸錐をg

とあらわすことにする。

84



C

C

／
0

図46本研究の方法：凸錐を錐ではない凸集合へ変換

Cl

d

el

C2

C2

0

図47本研究の方法：錐ではない凸集合の間の距離

85



C

＼

C　　　－＿－

／・

0

図48金田らの方法：錐ではない凸集合を凸錐へ変換

eユ

d

e2

X

0

図49金田らの方法：超平面£上での凸錐の間の距離

一般に、超平面x上で上（∬）nxに最も近い∂nxの点ゑが、∑＋内でエ（∬）

に最も近いCの点Zのx上への射影（原点とZを結ぶ直線とxの交点）とは一

放しないので、両者は異なる結果を与えることになる。
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文献【19】のアルゴリズムはγ＝0のとき、3つの凸集合q，q，£の共有点を

求めるという凸計画問題を解くことになる（考慮すべき仕様が2つの場合02つ

の仕様に対応したLMIの解集合をそれぞれCl，qとする）0この間題をx上の

凸集合∂1nX，qnXに対する反復射影法によって解くことになる。したがって

γ＝0のとき、アルゴリズムの収束性は保証され、凸集合Cl，qが共有点をもた

ない場合でも、∂1，島が共有点をもつならば必ず解を得ることができるという長

所がある（図50参照）。

eJ

X

CJ

cル′鉄

血血

図50金田らの方法：x上に射影したとき交わる解集合

しかしγ＞0とすると、アルゴリズムの収束性は保証されず、Cl，qが共有点

をもつ場合にも、解を得る保証もなくなってしまう。また文献【19】では、∂1，島

がx上で共有点をもたないとき、∂1nX，∂2nXとエ（呵nxが交わるような∬

を求める問題に対して、解への収束性は示されていない。一方、本論文で捷案し

た方法では、彿＝m＝1という特殊な場合についてではあるが、qとqが∑＋

上で共有点をもたないときに、ClとGがエ（g）と交わるような∬を求める間

選に関して、局所的な解への収束性を示すことができる0これは、本論文で提案

した方法が、文献【19】の方法に較べて単純であり、理論的な解析が比較的容易で
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あることが原因であると思われる。

A．2　反復射影法の拡張による方法

本節では、複数の仕様を満たす状態フィードバックゲイン行列を求める問題を、

ランク条件つきのLMI問題に帰着させて、反復射影法でゲイン行列を求める方

法を紹介する。

A．2．1　ランク条件つきLMI問題

BMIを解く問題ははランク条件つきのLMI問題に帰着されることがある。ラ

ンク条件つきLMI問題は、一般に次のように書ける。

Find£S．t．r弧k月（ご）＝p，エ（〇）＞0

ここで、pは与えられた整数であり、月（訂），エ（∬）＝エア（昔）は変数∬に関してア

ファインな行列である。例えば、安定化やg∞制御のために、ある次数の出力

フィードバックコントローラ考求め．る問題は、

rank［‡‡ト
という条件と、あるLMIを満たす正宏対称行列ズ，yを求める問題に定式化さ

れる。

A．2．2　複数の仕様を満たす状態フィードバックゲインを求める問題

LMIで与えられた2つの仕様を満たす、定数状態フィードバックゲイン行列を

求める問題は、次式を満たすれ次正走対称行列汽，ろとmx乃型行列れ，％を

求める問題に帰着される。ただし、制御対象の状態変数の数を弗、入力数をmと

する。

旦（ア1，yl）＜0，為（ア2，y2）＜0

れ」町1＝投打1
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非凸な制約式（54）はm＝1のとき次式と等価であるo

rankほ鈷花
以下で、このことを示す。式（55）は次式と等価である0

［引∈Image［■封
なぜなら、ろ，為＞0より、

（55）

r弧k［封芋犯

だからである。したがって、式（55）が成立することと、次式を満たす1×れ型

行列∬が存在することとは等価である。

［封gT＝［引
これは次式が成り立つことを意味する。

れ＝∬旦，鴇＝∬為

∬が求めるべき状態フィードバックゲイン行列であるo

m＞1の場合には、式（54）は次式と等価である【1恥

rank

［

ん⑳ろ　eβ（17）

ん⑳為　cβ（l官） ］

A．2．3　ランク条件つきLMI問題の解法

ランク条件つきLMI問題の解法として、線形化法、反復射影法などが知られ

ているが、ここでは反復射影法について述べる。式（53）（54）をm＝1のときに

解く場合について説明する。

次の2つの集合を考える。
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c＝〈ほ計榊）＜0，榊）＜0）

兄＝（Q∈溌叫叫：rank（Q）＝乃〉

間題は次式を満たす恥α。∈紀2几巾＋1）を見い出すことであるo

Q／e“∈Cn冗

反復射影法は次のようなアルゴリズムであゃ【12】。

1．初期化：た＝0とする．Q。∈Cを適当に定める．

2．Q頼1＝ア花々鳥・

3．Q紅1＝取Q頼1・Step2へ・

ここで箱は集合β＝＝CまたはRへの直交射影をあらわす。すなわち、任意

の行列QOに対して、箱QOは集合βに属する行列のうち最もQOに近いもので

ある。これを式であらわすと

箱QO＝喝min（llQ－QO帖：¢∈β）

Cと兄がともに凸集合であるとき、このアルゴリズムは大域的な解への収束性

が保証される。すなわち、もし共有点があれば、任意の初期値に対して共有点の

1つに収束する。共有点がなければ、Cと先の間を往復する平衡状敷こ達する。

複数の仕様を満たす定数状態フィードバックゲインを求める問題では、Cは凸

集合であるが、又は凸集合ではない。この場合、このアルゴリズムは局所的な解

への収束性のみが保証される。

Cへの直交射影乃ふ机は、LMIを解くことにより求めることができるoRへ

の直交射影取Qふは唯一には定まらないが、その一つは次式で求めることができ

る【12】【5】（証明はB・1）0
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pRQ＝Ⅴ∑1Ⅳr

ただし、行列隼Ⅳは、Qの特異債分解

Q＝Ⅴ∑Ⅳr

（56）

によって定める。また、∑1は∑の（乃＋1，循＋1）要素をゼロで置き換えた行列

である。

A．2．4　実験結果

倒立板子システムに対して、4．3．1節と同じ仕様を設定する。ランク条件つきの

LMI問題に帰着させ、反復射影法で解いた。

図51はα＝0のときの、反復射影法の実行結果である。横軸は反復回数を、縦

軸はCと先の間の距離をあらわす。初期値はCの内部の点を適当に選んだ。200

回の反復射影（アルゴリズムのstep2と由p3を別々に数えた）ではCと先の

共有点に達していない。

1■

靂7

0　　紛　　00　　∞　　帆　1tO　　■沙　1欄　1岬　1抑　　就○

図51反復射影アルゴリズムのふるまい

図52は同じ条件で、20000回反復したときの結果を100点おきにプロットした

グラフである。やはり、Cと兄の共有点に達していない。
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図52射影アルゴリズムのふるまい（1万回実行）

異なる初期値で同様な実験を繰り返したが、解に収束しなかった。

A．2．5　評価

倒立振子システムに対して、4．3．1では次の結果を得ている。ClとGの共有点

を用いる方法ではα＝0．46まで、提案した方法ではα＝0．91まで保証できる状

態フィードバックゲインが求まった。今回の実験ではα＝0で実験をしたが解に

収束させることができなかった。これが平衡状態にあることを意味するかどうか

も、判定することができない。

結果は示していないが、捷案したアルゴリズムで求めた解の近傍を初期値に選

んだ実験もおこなった。本節で取り上げた反復射影法も、局所的な収束性は保証

できるのであるから、初期値を解の十分近くに選べばヾ収束するようにできるは

ずである。しかしこの実験では、Cへの直交射影を求める問題で最適値を求める

ことができず、Cと究の間の距離が単調に減少しないという現象が起こった（こ

のアルゴリズムでは、理論的には距離は必ず単調に減少する）。Cへの直交射影

を求める問題はLMI間邁であるから、必ず大域的な最適解が求まるはずである

が、なんらかの理由で数値的な不安定が生じた結果であると思われる。この正確

な理由もいまのところ不明である。
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B．その他

B．1ランク条件によって定まる集合への直交射影

堀叩を陀×m型の複素行列の集合とするoA∈弼叩のランクがた＞0であ

るとき、次の条件を満たす行列Al∈吼，mを求める問題を考える0

‖ん－AllF≦順一4脂，∀β∈i〟∈吼，m】rank〟＝h）　（57）

ただし、たlはた1＜たを満たす数である。

Aの特異債分解が次式であらわされるとする。

A＝y∑lγ＊

また、∑の非ゼロの対角要素をα1＞…＞Jふとする。次式のAlは条件（訂）

を満たす。

Al＝Ⅴ∑1Ⅳ■

ただし、∑1は∑の対角要素の初めのた1個Jl，…，Jた1だけを残し、残りの

Jた1＋1，…，J鳥をゼロで置き換えた行列である。

以下ではこのことを証明する。証明には次の事実【6】を用いる。A，β∈弧．，仰9＝

mれ（犯，m）とする。また、吼でれ次ユニタリ行列をあらわす0

min川A－ⅣβⅣ●ll∫：ぴ∈仇，Ⅳ∈と㌦）＝ ［か（A）一画1ノ2（58）
ここで、行列〟に対してJ‘（〟）は〟の五番目の特異値をあらわす。ただし、

特異値は降順に順序付けられているものとする。

min川A－β濾‥β∈且九，m，rankβ＝り

＝m呵IIA一再Ⅳ偶：Ⅴ∈仇，Ⅳ∈‰，云∈堀叩は対角行列，rank云＝た1）
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∑h（A卜J頑）】2＋∑J‘（A）2
i＝1

≧　∑の（A）2
i＝た1＋1

i＝鳥l＋1

等号は次の場合に成立する。

J‘（云）＝

〈の（A）（1≦盲≦h）0　（た1＜i≦曾）

B．2　∑における2点間の距離の計算

2つの凸集合Cl，q⊂∑の距離は次式で定義された。

d（Cl，q）会zl∈諾湯綺d（Zl，易）

これは、次のようにLMIをもちいた固有借間題（2．1節参照）の1つとして解

くことができる。

mln（n，れ）∈¢1，（為，鴇）∈C2，ズ取ズ　■

S・t・［（Z2子
wllereZl＝

Zl）

【

Pl

坑

（為－Zl）T
∫

］
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