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非線形非最小位相系の出力レギュレーション∗

大西 規雄

内容梗概

出力レギュレーションとは，外部システムと呼ばれる自律システムによって生

成される信号に対して，プラントの出力を漸近的に追従させる追従制御，あるい

は，プラントの出力への影響を漸近的に除去する外乱除去制御を達成するもので

あり，このような制御を達成する制御則を求める問題は制御理論の中心的な課題

となっている．本論文では，非線形非最小位相系の出力レギュレーション問題に

ついて考える．この問題に対して，プラントを特異摂動系に変換する手法と拡張

バックステッピング法を用いる手法の二つの手法を提案する．これらの手法は，あ

る多様体上に制約されたダイナミクスを考えることによって出力レギュレーショ

ンを実現するものである．

システムの出力を恒等的に零に保つように入力および初期状態を選んだ場合の

システムの挙動を零ダイナミクスという．零ダイナミクスの平衡点が局所漸近安

定のとき，システムは非線形最小位相系であるといい，それ以外のシステムを非

線形非最小位相系という．プラントが非線形最小位相系であれば，非線形制御の

代表的手法である入出力線形化法を適用することによって，出力レギュレーショ

ンを実現することができる．しかし，プラントが非線形非最小位相系であれば，シ

ステムの内部状態を支配する零ダイナミクスによってシステム全体の安定性が保

証できないため，入出力線形化法を適用することができない．また，相対次数が

定義できない点が存在するシステムに対しても，そのような点において入出力線

形化法による制御入力が無限大となるため，入出力線形化法を適用することがで
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きない．本論文では，相対次数が定義できない点が存在するシステムも非線形非

最小位相系としてあつかい，このような非線形非最小位相系に対して出力レギュ

レーションを実現する手法を提案する．

まず，相対次数が定義できない点が存在する多入力多出力非線形システムに対

する出力レギュレーション問題について考える．この問題を解くために，時間軸

変換および座標変換を用いてプラントを形式的に特異摂動系の形に変換する．そ

して，特異摂動系の速い動特性を安定化する制御則と，速い動特性が安定になっ

たときにできる不変多様体上でプラントの出力が外部システムによって生成され

る目標軌道に漸近するような制御則を構成する．この手法が近似入出力線形化法

などの従来法と比べて優れていることを平衡点において相対次数が定義できない

ball and plate systemを用いて示す．つぎに，非線形最小位相系とは限らない一

入力一出力非線形システムの大域出力レギュレーション問題について考える．ま

ず，プラントの状態を追従誤差が零となる零誤差多様体に収束させる不変多様体

を構成するためにバックステッピング法の拡張となる手法を提案する．この手法

によって得られる複数の不変多様体を用いた座標変換によってプラントを変換し，

最終的に得られるシステムに対して，linear growth conditionのもとで可変ゲイ

ン状態フィードバック則を適用することによって，大域出力レギュレーションが

実現できることを示す．また，提案手法が非線形非最小位相系の出力レギュレー

ションに対して有効であることを数値例を用いて示す．

キーワード

非線形制御, 出力レギュレーション, 入出力線形化, 非最小位相系, 特異摂動系,

バックステッピング
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Output Regulation of Nonminimum Phase

Nonlinear Systems∗

Norio Onishi

Abstract

The purpose of output regulation is to control a system in order to attain

asymptotic tracking and/or disturbance rejection for the signal generated by an

exosystem. Finding such a controller is a central problem in control theory.

In this thesis, we consider the problem of output regulation of nonminimum

phase nonlinear systems. For this problem, we propose two methods; one using a

transformation of the plant into a singularly perturbed system and the other using

an extended backstepping method. Both methods accomplish output regulation

by using dynamics restricted on a certain manifold.

When both the input and the initial state are chosen in such a way as to

constrain the output of the system to remain identically zero, the internal state

behavior of the system is called the zero dynamics of the system. A system is

said to be minimum phase if the zero dynamics have an asymptotically stable

equilibrium point in the domain of interest. Otherwise, the system is said to be

nonminimum phase. If the plant is a minimum phase system, output regulation

is achieved by applying the input-output linearization method known as a typical

nonlinear control method. However, for a plant that is nonminimum phase, we

cannot apply the input-output linearization method, because the stability of the

whole system cannot be guaranteed due to the zero dynamics. We also cannot

∗Doctor’s Thesis, Department of Information Systems, Graduate School of Information Sci-
ence, Nara Institute of Science and Technology, NAIST-IS-DT9961201, February 5, 2002.
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apply the input-output linearization method to a plant where the relative degree

is not well-defined, because the control input by the input-output linearization

method tends to infinity at a point where there is no relative degree. We deal with

the system that fails to have a relative degree as a nonminimum phase nonlinear

system.

In this thesis, first, we consider the problem of output regulation of a multi-

input multi-output nonlinear system for which relative degree is not well-defined.

This problem is solved by transforming formally the plant into a singularly per-

turbed system and constructing a composite control law. The first part of the

control law stabilizes the fast dynamics of the singularly perturbed system, and

the second part makes the plant output track the reference trajectory generated

by an exosystem on the invariant manifold created by the first part. This method

is applied to the ball and plate system where the relative degree is not defined at

the equilibrium, and compared to usual methods based on approximation. Next,

for a single-input single-output nonlinear system that may not be minimum phase,

we solve the problem of global output regulation. A method that is a kind of ex-

tended backstepping is proposed to construct a series of invariant manifolds that

make the plant state tend to the zero error manifold. Under the linear growth

condition, global output regulation is achieved by means of a variable-gain state

feedback law to the system that is obtained by transformations using the set of

invariant manifolds. We demonstrate the effectiveness of this method through a

numerical simulation for a nonminimum phase nonlinear system.

Keywords:

nonlinear control, output regulation, input-output linearization, nonminimum

phase system, singularly perturbed system, backstepping
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1. 序論

出力レギュレーション問題とは，外部システムと呼ばれる自律システムによっ

て生成される信号に対して，プラントの出力を漸近的に追従させる追従制御，あ

るいは，プラントの出力への影響を漸近的に除去する外乱除去制御を達成する制

御則を求める問題であり，制御理論の中心的な課題となっている．システムの出

力を恒等的に零に保つように入力および初期状態を選んだ場合のシステムの挙動

を零ダイナミクスという．零ダイナミクスの平衡点が局所漸近安定のとき，シス

テムは非線形最小位相系であるといい，それ以外のシステムを非線形非最小位相

系という．一方，非線形システムを高精度に制御する手法に，座標変換および状

態フィードバックを用いることによってシステムを入出力関係において線形化す

る入出力線形化法がある [22,23]．プラントが非線形最小位相系であるならば，入

出力線形化法を適用することによって，出力レギュレーションを実現することが

できる．しかし，プラントが非線形非最小位相系であるならば，システムの内部

状態を支配する零ダイナミクスによってシステム全体の安定性が保証できないた

め，入出力線形化法を適用することができない．また，相対次数が定義できない

点が存在するシステム [14,16,17,43,45,46]に対しても，そのような点において入

出力線形化法による制御入力が無限大となるため，入出力線形化法を適用するこ

とができない．

一方，Isidori and Byrnes [26]は，出力レギュレーション問題の可解性がレギュ

レータ方程式と呼ばれる偏微分代数方程式の可解性と関連することを示した．そ

こで示された手法においては，相対次数の存在を仮定する必要がないため，非線

形非最小位相系や相対次数が定義できない点が存在するシステムに対しても適用

することができるが，制御則の一部に線形近似を用いているため，得られる制御

則は局所的にしか用いることができない．近年，Isidori and Byrnes [26]の手法

を拡張し，大域的あるいは準大域的な出力レギュレーション問題が，Khalil [29]，

Isidori [24]，Serrani and Isidori [37]，Serrani, Isidori and Marconi [38]などによっ

て解かれている．これらの方法においては，非線形システムの幾何学的構造の解

析のために入出力線形化法で用いられる座標系を利用しており，再び，零ダイナ

ミクスの安定性が問題となっている．また，相対次数が定義できない点をもつシ

1



1. 序論

ステムの追従制御に対しては，Hauser, Sastry and Kokotović [14]が近似入出力

線形化法に基づく手法を提案しており，Tomlin and Sastry [43]は入出力線形化

法による制御則と近似入出力線形化法による制御則を特異点近傍において切り替

える手法を提案している．本論文では，相対次数が定義できない点が存在するシ

ステムも非線形非最小位相系としてあつかい，非線形非最小位相系に対して出力

レギュレーションを実現する手法を提案する．

本論文では，まず，2章において本論文であつかう制御対象の特性について述べ

る．つぎに，3章では，出力レギュレーションに関するこれまでの研究について述

べたあと，本論文で考察する二つの課題を 4, 5章で示す．まず，4章では，相対次

数が定義できない点が存在する多入力多出力非線形システムに対する出力レギュ

レーション問題について考える．この問題を解くために，時間軸変換および座標

変換を用いてプラントを形式的に特異摂動系の形に変換する．そして，特異摂動

系の速い動特性を安定化する制御則と，速い動特性が安定になったときにできる

不変多様体上でプラントの出力が外部システムによって生成される目標軌道に漸

近するような制御則を構成する．この手法においても，Isidori and Byrnes [26]の

手法におけるレギュレータ方程式と似た偏微分代数方程式を解く必要があるが，

レギュレータ方程式を解くよりも比較的容易に解くことができる．この手法が近

似入出力線形化法などの従来法と比べて優れていることを平衡点において相対次

数が定義できない ball and plate systemを用いて示す．つぎに，5章において，非

線形最小位相系とは限らない一入力一出力非線形システムの大域出力レギュレー

ション問題について考える．この問題を解くために，まず，プラントの状態を追

従誤差が零となる零誤差多様体に収束させる不変多様体を構成するために，バッ

クステッピング法の拡張となる手法を提案する．この手法によって得られる複数

の入れ子状の構造をもつ不変多様体を用いることによって，プラントを表現す

る座標を変換する．座標変換によって得られるシステムに対して，linear growth

conditionのもとで可変ゲイン状態フィードバック則を適用することによって，大

域出力レギュレーションが実現できることを示す．また，提案手法が非線形非最

小位相系の出力レギュレーションに対して有効であることを数値例を用いて示す．
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2. 制御対象の特性

本章では，非線形制御系の設計手法の一つである入出力線形化法について説明

した上で，本論文で対象とする非線形システムについて説明する．

入出力線形化法とは，座標変換とフィードバック則を用いることによって，元

の非線形システムを少なくとも一部のダイナミクスが線形となるシステムに変換

し，線形制御則の適用を可能にするものである．ここでは，簡単化のために一入

力一出力非線形システムを用いて，入出力線形化法の説明を行う．また，この手

法については，[22, 23]に詳しく述べられている．

つぎの式で表される非線形システムを考える．

ẋ = f(x) + g(x)u

y = h(x)
(2.1)

ここで，x ∈ R
n は状態，u ∈ R は入力，y ∈ R は出力である．(2.1)における各

写像は，R
n 上で定義される滑らかな関数であり，このシステムは原点 x = 0 に

平衡点をもつとする．

出力 y = h(x) を時間微分することによって以下の式が得られる．

ẏ =
∂h

∂x
(x)f(x) +

∂h

∂x
(x)g(x)u = Lfh(x) + Lgh(x)u (2.2)

ここで，Lfh(x) は h(x) の f(x) によるLie微分を表す．もし，ある点 x0 におい

て Lgh(x0) �= 0 であるならば，システム (2.1)は x0 において相対次数 1をもつと

いう．このとき，(2.1)における各写像が滑らかであることより，Lgh(x) �= 0であ

るような x0 の近傍が存在する．逆に，x0 において Lgh(x0) = 0 となる場合には，

Lgh(x) �= 0 となるような x0 の任意の近傍の点 x が存在する場合と，Lgh(x) = 0

となるような x0 の近傍が存在する場合の二つの場合がある．前者の場合，シス

テム (2.1)は x0 において相対次数を定義することができないが，後者の場合に

は，(2.2)に対して時間微分をすることによって，以下の式が得られる．

ÿ =
∂Lfh

∂x
(x)f(x) +

∂Lfh

∂x
(x)g(x)u = L2

fh(x) + LgLfh(x)u (2.3)

もし，x0 において LgLfh(x0) �= 0 であるならば，システム (2.1)は x0 において

相対次数 2をもつという．逆に，x0 の近傍において Lgh(x) = 0 となる場合には，

3



2. 制御対象の特性

さらに時間微分を続ける．以上より，システムの弱相対次数ならびに相対次数を

つぎのように定義する．

定義 2.1 (相対次数) システム (2.1)に対して，

LgL
k
fh(x) = 0, (k = 0, . . . , ρ− 2; ∀x ∈ U0 ⊂ R

n) (2.4)

LgL
ρ−1
f h(x) �= 0, (∃x ∈ U0 ⊂ R

n) (2.5)

を満たす自然数 ρ が存在するとき，システム (2.1)は x0 において弱相対次数 ρ

をもつという．ただし，U0 は x0 の開近傍を表す．さらに，LgL
ρ−1
f h(x0) �= 0 が

成り立つとき，システム (2.1)は x0 において相対次数 ρ をもつという．

ここで，システム (2.1)が原点近傍において相対次数 ρ < n をもつとすると，

原点近傍で定義される座標変換

Φ : x→ (z, η) (2.6)

z = (z1, . . . , zρ) (2.7)

η = (ηρ+1, . . . , ηn) (2.8)

zi = φi(x) = Li−1
f h(x), (i = 1, . . . , ρ) (2.9)

ηi = φi(x), (i = ρ+ 1, . . . , n) (2.10)

によって，以下の標準形に変換することができる．

y = z1

ż1 = z2

. . .

żρ−1 = zρ

żρ = b(z, η) + a(z, η)u

η̇ = q(z, η) + p(z, η)u

(2.11)

ただし，b(0, 0) = 0, q(0, 0) = 0 である．システム (2.11)の構造をブロック線図

で表したものを図 1に示す．

4



żρ = b(z, η) + a(z, η)u

η̇ = q(z, η) + p(z, η)u

z1 = yz2zρżρ

η

u ∫∫

図 1 Block diagram of transformed system

ここで，相対次数の定義より，ある原点近傍において a(z, η) �= 0 となり，新

しい入力変数を v として，フィードバック則

u =
−b(z, η) + v
a(z, η)

(2.12)

によって，システム (2.11)は以下のように表される．

y = z1

ż = Az +Bv

η̇ = q′(z, η) + p′(z, η)v

(2.13)

ただし，

A =




0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0




(2.14)

B = (0, . . . , 0, 1)T (2.15)

q′(z, η) = q(z, η)− p(z, η) b(z, η)
a(z, η)

(2.16)

p′(z, η) =
p(z, η)

a(z, η)
(2.17)

である．システム (2.13)は入出力のふるまいに関係する ρ 次元の線形システム

と出力に影響を及ぼさない n − ρ 次元の非線形システムに分解されている．こ

5



2. 制御対象の特性

のように非線形システムを線形化する手法を入出力線形化法という．ここで，行

列 (A+BK) の固有値の実部がすべて負になるように，新しいフィードバック則

v = Kz を選ぶことによって，全状態のうちの z に関しては漸近安定にすること

が可能である．

つぎに，システムの出力 y(t) が恒等的に零となる場合について考える．標準

形 (2.11)においては，

y(t) = z1(t) (2.18)

と表されることより，恒等的に y(t) = 0 となる制約は，すべての t に対して

ż1(t) = · · · = żρ(t) = 0 (2.19)

となることを意味する．すなわち，z(t) = 0 となる．このとき，入力 u(t) は以

下の方程式を満たす必要がある．

0 = b(0, η(t)) + a(0, η(t))u(t) (2.20)

一方，変数 η(t) に関しては，その挙動は以下の微分方程式によって支配される．

η̇(t) = q′(0, η(t)) (2.21)

(2.21)で表されるダイナミクスは，システムの出力が恒等的に零になるように入

力および初期状態を選んだときのシステムの内部状態を表すダイナミクスに対応

し，システムの零ダイナミクスと呼ばれる．このとき，元のシステム (2.1)に対

して，零ダイナミクスは，部分集合

Z = {x ∈ R
n : h(x) = Lfh(x) = · · · = Lρ−1

f h(x) = 0} (2.22)

上におけるダイナミクスとして表される．集合 Z は n− ρ 次元の滑らかな多様

体である．入力 u(t) に対する制約は (2.20)と同様に以下の式で与えられる．

0 = y(ρ)(t) = Lρfh(x(t)) + LgL
ρ−1
f h(x(t))u(t) (2.23)

この制約によるフィードバック則

u∗(x) =
−Lρfh(x)
LgL

ρ−1
f h(x)

(2.24)
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に対して，Z 上の点から出発する閉ループ系の軌道は Z 上に存在し続ける．す
なわち，Z はこのシステムの不変集合となっており，この集合は零ダイナミクス
部分多様体と呼ばれる．また，零ダイナミクスの平衡点が漸近安定ならば，シス

テム (2.1)は非線形最小位相系であるといい，そうでない場合，非線形非最小位

相系であるという．

システム (2.1)が非線形非最小位相系であるならば，システムの内部状態を支

配する零ダイナミクスによって，システム全体の安定性が保証できない．そのた

め，入出力線形化法を適用することができない．また，考慮している領域におい

て，(2.1)中の係数 a(z, η) が零となる点が存在する場合，すなわち，相対次数が

定義できない点が存在する場合には，a(z, η) = 0 となる点においてフィードバッ

ク (2.12)が無限大となってしまう．よって，このようなシステムに対しても入出

力線形化法を適用することができない．本論文では，相対次数が定義できない点

が存在するシステムも非線形非最小位相系としてあつかい，このような非線形非

最小位相系に対する出力レギュレーション法を提案する．
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3. 出力レギュレーション問題

出力レギュレーション問題とは，外部システムと呼ばれる自律システムによっ

て生成される信号に対して，プラントの出力を漸近的に追従させる，あるいは，

プラントの出力への影響を漸近的に除去するような制御則を求める問題である．

外部信号を目標軌道に限定すれば，漸近追従制御問題とみなすことができ，外部

信号を外乱に限定すれば，外乱のダイナミクスが既知である場合の外乱除去制御

問題とみなすことができる．また，外部システムが何らかの制御系であるとすれ

ば，漸近モデルマッチング制御問題とみなすこともできる [47]．出力レギュレー

ション問題の全般的な話題に関しては，[3, 23]に詳しくまとめられている．ここ

では，一般的な出力レギュレーション問題として，Isidori [23]によって示された

結果を示す．

プラントとして以下の式で表される非線形システムを考える．

ẋ = f(x,w, u) (3.1)

ẇ = s(w) (3.2)

e = h(x,w) (3.3)

ここで，(3.1)はプラントのダイナミクスを表しており，その状態 x は R
n の原

点のある近傍 X で定義される．u ∈ R
m は制御入力であり，w ∈ R

r は外乱およ

び目標軌道を含む外部入力変数である．(3.2)は，外乱および目標軌道を生成する

外部システムを表しており，R
r の原点のある近傍 W で定義される．(3.3)は追

従誤差 e ∈ R
m を定義する．ここでは，追従誤差 e を一般化した形として，プラ

ントの状態 x と外部システムの状態 w の関数として表現しているが，通常はプ

ラントの出力と，外部システムによって生成される目標軌道との偏差として与え

られる．(3.1), (3.2), (3.3)における各写像は滑らかであり，このシステムは原点

(x,w) = (0, 0) に平衡点をもつとする．また，以下の行列を定義する．

A =

[
∂f

∂x

]
(0,0,0)

B =

[
∂f

∂u

]
(0,0,0)

C =

[
∂h

∂x

]
(0,0)

P =

[
∂f

∂w

]
(0,0,0)

Q =

[
∂h

∂w

]
(0,0)

S =

[
∂s

∂w

]
(0)

(3.4)
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3. 出力レギュレーション問題

このとき，状態フィードバックによる出力レギュレーションの目的は，状態フィー

ドバック則

u = α(x,w), (α(0, 0) = 0) (3.5)

によって，原点のある近傍の点から出発するシステム (3.1), (3.2), (3.3)のすべて

の解に対して閉ループ系を安定に保ち，なおかつ追従誤差を零に収束させること

である．出力レギュレーションのブロック線図を図 2に示す．

ẇ = s(w) u = α(x,w)
ẋ = f(x,w, u)

e = h(x,w)

x

w

u e

図 2 Block diagram of output regulation

Isidori [23]は，状態フィードバックによる出力レギュレーション問題を以下の

ように定式化した．

定義 3.1 (状態フィードバック出力レギュレーション問題) プラント (3.1)およ

び外部システム (3.2)に対して，条件

• 閉ループ系

ẋ = f(x, 0, α(x, 0)) (3.6)

の線形近似系の平衡点 x = 0 が漸近安定である．

• 原点 (x,w) = (0, 0) の近傍 V ⊂ X × W が存在し，すべての初期状態

(x(0), w(0)) ∈ V に対して，閉ループ系

ẋ = f(x,w, α(x,w)) (3.7)

ẇ = s(w) (3.8)
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の解が

lim
t→∞

h(x(t), w(t)) = 0 (3.9)

となる．

を満たす状態フィードバック則 (3.5)を求めよ．

ここで，システム (3.1), (3.2), (3.3)に対して以下の仮定をおく．

仮定 3.1 外部システム (3.2)は，原点 w = 0 が Lyapunov安定であり，原点の

ある近傍 W0 ⊂ W のすべての点 w が Poisson安定である．

仮定 3.2 プラント (3.1)の原点における線形近似系は安定化可能である．すなわ

ち，(A,B) は安定化可能である．

ただし，ベクトル場 s(w) に対して，点 w0 が Poisson安定であるとは，s(w) の

流れ Φs
t (w0) がすべての t ∈ R に対して定義され，w0 の近傍 U0 および T > 0

に対して，Φs
t1
(w0) ∈ U0 となる t1 > T が存在し，かつ，Φs

t2
(w0) ∈ U0 となる

t2 < −T が存在することである．これは，点 w0 がPoisson安定であれば，w0 か

ら出発する軌道 w(t)は，任意の時刻に任意の近さで w0 の近くを通ることを意味

する．また，平衡点近傍におけるすべての点が Poisson安定であるには，平衡点

における線形近似系の係数行列が固有値をすべて虚軸上にもつことが必要である．

Isidori [23]は，仮定 3.1, 3.2のもとで，中心多様体定理を利用することによっ

て，状態フィードバック出力レギュレーション問題が可解であるための必要十分

条件を示した．

定理 3.1 仮定 3.1, 3.2のもとで，状態フィードバック出力レギュレーション問

題が可解であるための必要十分条件は，原点の近傍 W0 ⊂ W で定義される写像

x = π(w) および u = c(w) (π(0) = 0, c(0) = 0)で，すべての w ∈ W0 に対して，

条件

∂π

∂w
s(w) = f(π(w), w, c(w)) (3.10)

0 = h(π(w), w) (3.11)

を満足するものが存在することである． �
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3. 出力レギュレーション問題

ここで，(3.10)は，入力 u = c(w)のもとで写像 x = π(w)がシステム (3.1), (3.2),

(3.3)に対する不変多様体であることを意味する．一方，(3.11)は，この多様体

上において追従誤差 e = h(x,w) が零となることを意味する．偏微分代数方程式

(3.10), (3.11)はレギュレータ方程式と呼ばれ，レギュレータ方程式の解 π(w) の

グラフは零誤差多様体と呼ばれる．偏微分代数方程式 (3.10), (3.11)の解 π(w),

c(w) が求まれば，例えば，以下の制御則によって，出力レギュレーション問題を

解くことができる．

α(x,w) = c(w) +K · (x− π(w)) (3.12)

ここで，K は行列 (A + BK) の固有値を複素平面の左半平面に配置する行列で

ある．また，(3.12)では，零誤差多様体を指数安定にするために右辺第 2項のよ

うな線形フィードバックを用いているが，非線形フィードバックを用いることに

よって制御可能領域を拡大することが期待できる．

出力レギュレーション問題においては，プラントの状態 x と，偏微分代数方

程式 (3.10), (3.11)から得られる不変多様体 π(w) との偏差からなる誤差システム

を考えると，誤差システムの状態を漸近的に零にする漸近安定化問題と考えるこ

とができる．一般的な追従制御問題に対して，外部システムを導入し出力レギュ

レーション問題に置き換えることによって，安定化問題に帰着することができる

(図 3)．

Tracking

Problem

Output

Regulation

Stabilization

Problem

Exosystem
Coordinates

Transformation

図 3 Relationship of output regulation

12



4. 特異摂動系に変換する方法

4.1 背景

本章では，相対次数に関して特異性をもつ非線形システムの追従制御について

考える．相対次数に関して特異性をもつシステムとは，相対次数が定義できない

点が存在するシステムのことである．相対次数が定義できない点においては，入

出力線形化法による制御入力が無限大となる．特に，追従制御の場合において，

システムの軌道が相対次数の定義できない点の集合を避けることができない場合

が問題となる．このようなシステムの例としては，傾けたビーム上をボールが転

がる ball and beam system [14]や，還流槽の組成を出力とした場合の共沸蒸留

塔 [28]などがある．

相対次数が定義できない点が存在するシステムの追従制御を行う方法として代

表的なものには，システムの出力やその時間微分を近似することで相対次数を得

ることによって入出力線形化を行う手法 [14, 16]，厳密な入出力線形化と [14]の

近似入出力線形化を相対次数が定義できなくなる特異点近傍において切り替える

手法 [43]，出力レギュレーション法 [26, 46]などが存在する．

本論文においては，出力レギュレーションと同様に，プラントの出力が追従する

目標軌道は自律的な外部システムが生成するものとする．この問題を解くために，

時間軸変換および座標変換を用いてプラントを形式的に特異摂動系の形に変換す

る．そして，特異摂動系の速い動特性を安定化する制御則と，速い動特性が安定

になったときにできる不変多様体上でプラントの出力が外部システムによって生

成される目標軌道に漸近するような制御則を構成する (図 4)．このとき，Isidori

and Byrnes [26]の手法と同様に不変多様体を求める必要があるが，本論文におけ

る不変多様体は状態変数の一部に自由度をもたせたものとなっている．また，制

御則を求めるために不変多様体に関する偏微分代数方程式を解く必要があるが，

特異摂動系の理論でよく知られる ε-修正法を用いて近似解を求める方法を提案す

る．この方法による近似解は外部システムの状態を必要とせず，出力の目標値の

有限回の微分値で外部システムの状態を置き換えることが可能であるため，外部

システムをあらかじめ決めておく必要がない．また，この手法が近似入出力線形
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4. 特異摂動系に変換する方法

Nonregular

System

Singularly

Perturbed System

Achievement of

Tracking Control

Coordinates

Transformation

Composite

Control Law

図 4 Control of nonregular system

化法などの従来法と比べて優れていることを平衡点において相対次数が定義でき

ない ball and plate systemを用いたシミュレーションによって示す．

4.2 問題設定

プラントとして以下の式で表される m 入力 m 出力非線形システムを考える．

ẋ = f(x) +

m∑
j=1

gj(x)uj = f(x) + g(x)u

y = h(x)

(4.1)

ここで，x = (x1, . . . , xn)
T ∈ R

n はプラントの状態，u = (u1, . . . , um)
T ∈ R

m は

入力，y = (y1, . . . , ym)
T ∈ R

m は出力である．f(x), g(x), h(x) は R
n 上で定義さ

れる十分滑らかな関数であり，このプラントは原点 x = 0に平衡点をもつとする．

m 入力 m 出力非線形システムに対する弱相対次数ならびに相対次数を以下の

ように定義する．

定義 4.1 (相対次数) システム (4.1)に対して，

Lgj
Lkfhi(x) = 0, (i, j = 1, . . . , m; k = 0, . . . , ρi − 2; ∀x ∈ U0 ⊂ R

n) (4.2)

Lgj
Lρi−1
f hi(x) �= 0, (i = 1, . . . , m; ∃j = 1, . . . , m; ∃x ∈ U0 ⊂ R

n) (4.3)
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4.2. 問題設定

を満たす自然数の組 {ρ1, . . . , ρm} が存在するとき，システム (4.1)は x0 で弱相

対次数 {ρ1, . . . , ρm} をもつという．ただし，U0 は x0 の開近傍である．さらに，

無干渉化行列

D(x) =



Lg1L

ρ1−1
f h1(x) · · · LgmL

ρ1−1
f h1(x)

...
. . .

...

Lg1L
ρm−1
f hm(x) · · · LgmL

ρm−1
f hm(x)


 (4.4)

が x0 において正則ならば，システム (4.1)は x0 において相対次数 {ρ1, . . . , ρm}
をもつという．

無干渉化行列 D(x) が原点において正則であるならば，原点のある近傍において

入出力線形化制御則が存在する．また，D(x) が正則でないときも，動的拡張ア

ルゴリズムによって，拡大系の無干渉化行列を正則にできる場合もある．本論文

では，D(x) が原点において正則でなく，動的拡張アルゴリズムも適用できない

システムを対象とする．また，原点における線形近似系は無干渉化可能であると

仮定する．すなわち，以下の仮定をおく．

仮定 4.1 (ロバスト相対次数 [14, 16]) プラント (4.1)に対して，

Lgj
Lkfhi(0) = 0, (i, j = 1, . . . , m; k = 0, . . . , Ri − 2) (4.5)

rankD′(0) = m (4.6)

を満たす自然数の組 {R1, . . . , Rm} が存在する．だたし，

D′(x) =



Lg1L

R1−1
f h1(x) · · · LgmL

R1−1
f h1(x)

...
. . .

...

Lg1L
Rm−1
f hm(x) · · · LgmL

Rm−1
f hm(x)


 (4.7)

である．

このとき，プラント (4.1)はロバスト相対次数 {R1, . . . , Rm} をもつという．ロ
バスト相対次数は原点における線形近似系の相対次数と一致する．Ri ≥ ρi (i =

1, . . . , m)であることより，弱相対次数も必ず存在する．
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4. 特異摂動系に変換する方法

出力レギュレーションの場合と同様に，プラントの出力 y が追従する目標軌道

yd = (yd1, . . . , ydm)
T はつぎの外部システムによって生成されるものとする．

ẇ = s(w)

yd = δ(w)
(4.8)

ここで，w ∈ R
r は外部システムの状態である．s(w), δ(w)は十分滑らかな関数で

あるとする．外部システム (4.8)は原点 w = 0 に平衡点をもち，なおかつPoisson

安定であると仮定する．

追従誤差を以下のように表す．

e(t) = y(t)− yd(t) (4.9)

以下の問題を考える．

定義 4.2 (漸近追従制御問題) 追従誤差 e(t) を漸近的に零に収束させ，なおか

つプラントの状態を有界に保つような制御則

u = d(x, w), (d(0, 0) = 0) (4.10)

を求めよ．

4.3 特異摂動系への変換

ここでは，まずプラントを特異摂動系に変換することを考える．以下では，時

間軸変換および座標変換を用いることによって，プラントを特異摂動系に変換で

きることを示す．

Ri ≥ ρi (i = 1, . . . , m)であることより，以下の条件を満たすように出力の添字

を入れ替える．

ρi


< Ri, (i = 1, . . . , m̄)

= Ri, (i = m̄+ 1, . . . , m)
(4.11)

ただし，1 ≤ m̄ ≤ m である．また，R = R1 + · · ·+Rm とおく．
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4.3. 特異摂動系への変換

適当な関数 ci0(x), cijk(x) のもとで，以下の条件を満たすように ζi(x) (i =

1, . . . , m̄)を選ぶ．

Lρi

f hi(x) = ci0(x)ζi(x) +
∑

(j,k)∈Ci

cijk(x)L
j−1
f hk(x), (i = 1, . . . , m̄) (4.12)

ci0(0) �= 0, (i = 1, . . . , m̄) (4.13)

Ci = {(j, k) : Rk > Ri − ρi; 1 ≤ j ≤ Rk − (Ri − ρi)}, (i = 1, . . . , m̄) (4.14)

ここで，添字の組の集合 Ci は

{LgLlf (L
j−1
f hk)}(0) = 0, (l = 0, . . . , Ri − ρi − 1; (j, k) ∈ Ci) (4.15)

となる集合を意味する．ci0(x) = 1, cijk(x) = 0 とおくことで，ζi(x) = Lρi

f hi(x)

と選ぶことができるので，関数 ζi(x) は必ず存在するといえる．(4.12), (4.13),

(4.14)の条件は，ζi(x) = Lρi

f hi(x) 以外の ζi(x) の選択を可能とし，制御則の設計

に自由度を与える．

まず，以下の座標変換を考える．

Φ1 : x→ (ξ, η) (4.16)

ξ = col(ξ1, . . . , ξm) (4.17)

ξi = (ξi1, . . . , ξ
i
Ri
)T , (i = 1, . . . , m) (4.18)

ξik = Lk−1
f hi(x), (i = 1, . . . , m; k = 1, . . . , ρi) (4.19)

ξik = Lk−ρi−1
f ζi(x), (i = 1, . . . , m̄; k = ρi + 1, . . . , Ri) (4.20)

η = (η1, . . . , ηn−R)T (4.21)

ここで，ηの座標は η(0) = 0となるようにとる．また，ロバスト相対次数 {R1, . . . ,

Rm} が存在すれば，行ベクトル

(dLkfhi)(0), (i = 1, . . . , m; k = 0, . . . , Ri − 1) (4.22)

は線形独立となるので，(4.15)を考慮すると，η ∈ R
n−R を適当に選ぶことによっ

て，座標変換 Φ1 のヤコビ行列を原点近傍において正則とすることができる．こ
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4. 特異摂動系に変換する方法

こでは，プラントの軌道が通るすべての領域において座標変換 Φ1 のヤコビ行列

が正則であるとする．

座標変換 Φ1 によって，プラント (4.1)は以下のように書き直される．


yi = ξi1

ξ̇i1 = ξi2

. . .

ξ̇iρi−1 = ξiρi

ξ̇iρi
= κiρi

(ξ, η) +

m∑
j=1

λijρi
(ξ, η)uj

ξ̇iρi+1 = ξiρi+2 +

m∑
j=1

λijρi+1(ξ, η)uj

. . .

ξ̇iRi−1 = ξiRi
+

m∑
j=1

λijRi−1(ξ, η)uj

ξ̇iRi
= κiRi

(ξ, η) +

m∑
j=1

λijRi
(ξ, η)uj

(i = 1, . . . , m̄) (4.23)




yi = ξi1

ξ̇i1 = ξi2

. . .

ξ̇iρi−1 = ξiρi

ξ̇iρi
= κiρi

(ξ, η) +

m∑
j=1

λijρi
(ξ, η)uj

(i = m̄+ 1, . . . , m) (4.24)

η̇ = κη(ξ, η) + λη(ξ, η)u (4.25)

仮定 4.1および (4.12)より，λijRi
(ξ, η) 以外の λijk (ξ, η) は原点において零となる．

また，行列

D2(ξ, η) =



λ11
R1
(ξ, η) · · · λ1m

R1
(ξ, η)

...
. . .

...

λm1
Rm

(ξ, η) · · · λmm
Rm

(ξ, η)


 (4.26)
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4.3. 特異摂動系への変換

は原点において正則である．座標変換 Φ1 において，新しい関数 ζi(x) の選択に

自由度を与える目的は，変換後のシステム (4.23), (4.24), (4.25)を簡略化できる

可能性があるためである．後述する近似計算においては数式処理が必要となるが，

その処理のために式の表現はできるだけ簡略なほうが望ましい．

ここで，簡単化のためにつぎの仮定をおく．

仮定 4.2 i = 1, . . . , m̄, j = 1, . . . , m, k = ρi + 1, . . . , Ri − 1 に対して，

λijk (ξ, η) = 0 (4.27)

が成り立つ．

後述する例題では，関数 ζi(x) の選択の自由度を用いてこの仮定を満たしている．

関数 ζi(x) の自由度を用いて仮定 4.2を満たすようにできる場合は少なくないと

思われるが，そのための明示的な条件はまだ得られていない．本章においては，

大域的な安定性を考慮しているわけではないので，この仮定は必ずしも必要では

ない．しかしながら，この仮定が成り立つものとすると，後述する近似計算にお

いて解くべき連立代数方程式の一部の変数が逆行列計算によって消去できるので，

都合がよい．

つぎに，システム (4.23), (4.24), (4.25)を特異摂動系に変換する．まず，弱相

対次数 {ρ1, . . . , ρm} およびロバスト相対次数 {R1, . . . , Rm} に関して以下の仮定
をおく．

仮定 4.3 i = 1, . . . , m̄, j = 1, . . . , m に対して，

ρj(Ri − ρi − 1) < Ri − 1 (4.28)

が成り立つ．

ロバスト相対次数 Ri と弱相対次数 ρi の差がたかだか 1の場合，仮定 4.2, 4.3は

自動的に満たされることは明らかである．また，仮定 4.3に関しては，Ri−ρi ≤ 2

かつ ρ1 = · · · = ρm の場合にも成り立つ．

以下の時間軸変換を考える．

t′ = γt (4.29)
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4. 特異摂動系に変換する方法

ここで，γ は十分小さい正の定数である．よって，この時間軸変換は時間軸を拡

大することになる．また，以下の座標変換を考える．

Φ2 : (ξ, η) → (X,Z) (4.30)

X = col(X1, . . . , Xm, η) (4.31)

X i = (X i
1, . . . , X

i
ρi
)T , (i = 1, . . . , m) (4.32)

X i
k =

ξik
γk−1

, (i = 1, . . . , m; k = 1, . . . , ρi) (4.33)

Z = col(Z1, . . . , Zm̄) (4.34)

Z i = (Z i
1, . . . , Z

i
Ri−ρi

)T , (i = 1, . . . , m̄) (4.35)

Z i
k−ρi

=
ξik

γk−1−q(k−ρi−1)
, (i = 1, . . . , m̄; k = ρi + 1, . . . , Ri) (4.36)

ここで，q は

q > ρi, (i = 1, . . . , m) (4.37)

q(Ri − ρi − 1) ≤ Ri − 1, (i = 1, . . . , m̄) (4.38)

を満たす実数である．仮定 4.3より，このような q は必ず存在することがいえる．

(4.37)より，(4.33)の分母の γ の次数は q 次未満である．また，(4.37), (4.38)よ

り，(4.36)の分母の γ の次数は正または零であり，q 次未満である．(4.29), (4.30)

によって，システム (4.23), (4.24), (4.25)は形式的に以下のような特異摂動系に
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4.3. 特異摂動系への変換

書くことができる．


yi = X i
1

dX i
1

dt′
= X i

2

. . .

dX i
ρi−1

dt′
= X i

ρi

dX i
ρi

dt′
= κ̄iρi

(X,Z, ε) +
m∑
j=1

λ̄ijρi
(X,Z, ε)uj

(i = 1, . . . , m) (4.39)




ε
dZ i

1

dt′
= Z i

2

. . .

ε
dZ i

Ri−ρi−1

dt′
= Z i

Ri−ρi

ε
dZ i

Ri−ρi

dt′
= κ̄iRi

(X,Z, ε) +

m∑
j=1

λ̄ijRi
(X,Z, ε)uj

(i = 1, . . . , m̄) (4.40)

dη

dt′
= κ̄η(X,Z, ε) + λ̄η(X,Z, ε)u (4.41)

ただし，

κ̄iρi
(X,Z, ε) =

1

γρi
κiρi

(ξ, η)|col(ξ,η)=Φ−1
2 (X,Z), (i = 1, . . . , m) (4.42)

λ̄ijρi
(X,Z, ε) =

1

γρi
λijρi

(ξ, η)|col(ξ,η)=Φ−1
2 (X,Z), (i = 1, . . . , m) (4.43)

κ̄iRi
(X,Z, ε) = γq(Ri−ρi)−RiκiRi

(ξ, η)|col(ξ,η)=Φ−1
2 (X,Z), (i = 1, . . . , m̄) (4.44)

λ̄ijRi
(X,Z, ε) = γq(Ri−ρi)−RiλijRi

(ξ, η)|col(ξ,η)=Φ−1
2 (X,Z), (i = 1, . . . , m̄) (4.45)

κ̄η(X,Z, ε) =
1

γ
κη(ξ, η)|col(ξ,η)=Φ−1

2 (X,Z) (4.46)

λ̄η(X,Z, ε) =
1

γ
λη(ξ, η)|col(ξ,η)=Φ−1

2 (X,Z) (4.47)

とおく．ここで，ε は十分小さい正の定数であり，γ と ε の間にはつぎの関係が

あるものとする．

ε = γq (4.48)
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4. 特異摂動系に変換する方法

(4.42), (4.43), (4.44), (4.45), (4.46), (4.47)に対して，γ の q 次を超える部分式に

関しては，(4.48)の関係を用いて適宜 ε に置き換える操作をしても構わないもの

とする．(4.42), (4.43)の分母に含まれる γ の次数は q 次以下であることは明ら

かであるので，ε が分母に現れることはない．特異摂動系 (4.39), (4.40), (4.41)に

おいて，状態変数 X は遅い状態変数を表し，状態変数 Z は速い状態変数を表現

している．また，外部システム (4.8)も時間軸変換 (4.29)によって，以下のよう

に書き直すことができる．

dw

dt′
=
s(w)

γ
:= s′(w) (4.49)

γ が十分小さい正の定数であること，また，(4.48)の関係より，ε は γ より小

さな値をとる．よって，ε が十分小さいものとして ε→ 0 としたときにも，γ は

零にならないものとする．これ以降，形式的に γ と ε は別のものとして考え，γ

を定数，ε を変数としてあつかうが，制御則を設計した後に (4.48)を代入する．

4.4 特異摂動系の漸近追従制御

ここでは，4.3節で導出された特異摂動系に対する漸近追従制御則の設計法に

ついて述べる．本手法においては，混合制御則の考え方を導入し，まず Z を安

定化する制御則を設計し，Z が安定化することによってできる不変多様体上で追

従誤差が零になるように X に関する制御則を設計する．このような多様体の概

念図を図 5に示す．

特異摂動系 (4.39), (4.40), (4.41)を以下のように簡単に書き直す．

dX

dt′
= fX(X,Z, ε) + gX(X,Z, ε)u

ε
dZ

dt′
= fZ(X,Z, ε) + gZ(X,Z, ε)u

(4.50)

このシステムは元のプラントを形式的に特異摂動系の形に変換しただけであり，

実際に Z が X に比べて速い挙動を示すわけではない．そこで，フィードバック則

u = uf0(X,Z, ε) + uf1(X,Z, ε)us (4.51)
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X

Z

ε

ε = const.

M

図 5 Manifold of singularly perturbed system

を用いて，Z を安定化し，なおかつ Z に速い動特性をもたせる．ここで，us =

(us1, . . . , usm)
T ∈ R

m は新しい入力変数であり，uf0(X,Z, ε), uf1(X,Z, ε) は以下

のように選ぶ．

uf0(X,Z, ε) = D−1
3 (X,Z, ε)F (X,Z, ε) (4.52)

uf1(X,Z, ε) = D−1
3 (X,Z, ε) (4.53)
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4. 特異摂動系に変換する方法

ただし，

D3(X,Z, ε) =



λ̄11
R1
(X,Z, ε) · · · λ̄1m

R1
(X,Z, ε)

...
. . .

...

λ̄m1
Rm

(X,Z, ε) · · · λ̄mm
Rm

(X,Z, ε)


 (4.54)

F (X,Z, ε) = (F1(X,Z, ε), . . . , Fm(X,Z, ε))
T (4.55)

Fi(X,Z, ε) = −κ̄iRi
(X,Z, ε)− αi0Z

i
1 − · · · − αiRi−ρi−1Z

i
Ri−ρi

,

(i = 1, . . . , m̄) (4.56)

Fi(X,Z, ε) = 0, (i = m̄+ 1, . . . , m) (4.57)

である．係数 αij (j = 0, . . . , Ri − ρi − 1) は，以下の多項式が Hurwitz多項式と

なるように選ぶ．

sRi−ρi + αiRi−ρi−1s
Ri−ρi−1 + · · ·+ αi0 (4.58)

(4.45)の分母に含まれる γ の次数は q 次以下であるので，行列

D3(0, 0, ε) =



λ̄11
R1
(0, 0, ε) · · · λ̄1m

R1
(0, 0, ε)

...
. . .

...

λ̄m1
Rm

(0, 0, ε) · · · λ̄mm
Rm

(0, 0, ε)


 (4.59)

は ε には関係なく正則な定数行列である．したがって，D3(X,Z, ε) は原点近傍

で正則となる．また，フィードバック則 (4.51)は γ の影響によって，ハイゲイン

フィードバックとなる．

フィードバック則 (4.51)によって，特異摂動系 (4.50)は以下のようになる．

dX

dt′
= f̄X(X,Z, ε) + ḡX(X,Z, ε)us

ε
dZ

dt′
= AZZ +BZus

(4.60)
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ただし，

f̄X(X,Z, ε) = fX(X,Z, ε) + gX(X,Z, ε)uf0(X,Z, ε) (4.61)

ḡX(X,Z, ε) = gX(X,Z, ε)uf1(X,Z, ε) (4.62)

AZ = diag{A1
Z , . . . , A

m̄
Z } (4.63)

Ai
Z =




0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

−αi0 −αi1 −αi2 · · · −αiRi−ρi−1



, (i = 1, . . . , m̄) (4.64)

BZ =



b1Z · · · 0 0 · · · 0
...

. . .
...

...
. . .

...

0 · · · bm̄Z 0 · · · 0


 (4.65)

biZ = (0, . . . , 0, 1)T ∈ R
Ri−ρi, (i = 1, . . . , m̄) (4.66)

である．特異摂動系 (4.60)は，us = 0 のときに (X,Z) = (0, 0) を平衡点として

もつ．

このとき，入力 us を

us = us(X,w, ε) (4.67)

というように遅い状態変数 X と w の関数とすると，us が Z の挙動より十分ゆっ

くり動けば，Z は安定となり，ある不変多様体

M = {(X,Z, w, ε) : Z = π(X,w, ε)} (4.68)

上に収束する．ここで，

π(X,w, ε) = col(π1(X,w, ε), . . . , πm̄(X,w, ε)) (4.69)

πi(X,w, ε) = (πi1(X,w, ε), . . . , π
i
Ri−ρi

(X,w, ε))T , (i = 1, . . . , m̄) (4.70)

である．関数 us(X,w, ε) を固定しても，この不変多様体は一意ではないことが

知られているが，ε に関して解析的な不変多様体が存在するならば，それは一意
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4. 特異摂動系に変換する方法

である．以下では，M が満たすべき条件，および us(X,w, ε) の与え方について

考える．

まず，M は以下の不変多様体条件を満たす必要がある．

AZπ(X,w, ε) +BZus(X,w, ε) = ε

[
∂π

∂X
{f̄X(X, π(X,w, ε), ε)

+ ḡX(X, π(X,w, ε), ε)us(X,w, ε)}+
∂π

∂w
s′(w)

]
(4.71)

特に，上式において，ε = 0 とおくことによって，以下の式が得られる．

π(X,w, 0) = −A−1
Z BZus(X,w, 0) (4.72)

行列 AZ は安定行列であるので正則であり，必ず逆行列が存在する．つぎに，多

様体M 上における動特性を指定することによって，X の動特性を安定化するよ

うに us(X,w, ε) を決める．すなわち，Z の動特性を無視した低次元システムの

誤差システムを us(X,w, ε) で設計し，多様体M 上で

dEi

dt′
= HiE

i, (i = 1, . . . , m) (4.73)

Ei = (Ei
1, . . . , E

i
ρi
)T , (i = 1, . . . , m) (4.74)

Ei
k = X i

k − Lk−1
s′ δi(w), (i = 1, . . . , m; k = 1, . . . , ρi) (4.75)

Hi =




0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

−βi0 −βi1 −βi2 · · · −βiρi−1



, (i = 1, . . . , m) (4.76)

というように Ei
1 が零に収束する，すなわち，y が yd に漸近する線形の動特性

をもつようにする．ただし，多項式

sρi + βiρi−1s
ρi−1 + · · ·+ βi0 (4.77)

はHurwitz多項式である．そのためには，以下の式が成り立つ必要がある．

κ̄iρi
(X, π(X,w, ε), ε) +

m∑
j=1

λ̄ijρi
(X, π(X,w, ε), ε)usj(X,w, ε)− Lρi

s′ δi(w)

+ βiρi−1(X
i
ρi
− Lρi−1

s′ δi(w)) + · · ·+ βi0(X i
1 − δi(w)) = 0, (i = 1, . . . , m) (4.78)
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仮定 4.4 偏微分方程式 (4.71), (4.78)に対して，εに関して解析的な解 π(X,w, ε),

us(X,w, ε) が存在する．

多様体M に制限されたシステムの零ダイナミクスを評価するために，M に

含まれる別の多様体M′ を考える．

仮定 4.5 (レギュレータ方程式の解の存在性) 以下の条件を満たす多様体M′ =

{(X,Z, w, ε) : X = π̃(w, ε); Z = π(X,w, ε)} が存在する．

∂π̃

∂w
s′(w) = f̄X(π̃(w, ε), π(π̃(w, ε), w, ε), ε)

+ ḡX(π̃(w, ε), π(π̃(w, ε), w, ε), ε)us(π̃(w, ε), w, ε) (4.79)

0 = π̃i1(w, ε)− δi(w) (4.80)

ここで，

π̃(w, ε) = col(π̃1(w, ε), . . . , π̃m(w, ε), π̃η(w, ε)) (4.81)

π̃i(w, ε) = (π̃i1(w, ε), . . . , π̃
i
ρi
(w, ε))T , (i = 1, . . . , m) (4.82)

である．

この仮定は通常の出力レギュレーション問題における零誤差多様体，すなわち，

その上で追従誤差が零となる多様体の存在を意味する．明らかに，π̃ij(w, ε) =

Lj−1
s′ δi(w) (i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , ρi)である．

多様体M 上における動特性は以下のように表すことができる．

dEi

dt′
= HiE

i, (i = 1, . . . , m) (4.83)

dEη

dt′
= p(E,w, ε) (4.84)

dw

dt′
= s′(w) (4.85)

ただし，

E = col(E1, . . . , Em, Eη) (4.86)

Eη = η − π̃η(w, ε) (4.87)
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4. 特異摂動系に変換する方法

である．多様体M 上では Ei (i = 1, . . . , m)は大域指数安定であり，w は仮定よ

りPoisson安定である．ここで，Ei = 0 (i = 1, . . . , m), w = 0 に制限したときの

ダイナミクスは以下のようになる．

dEη

dt′
= p(0, . . . , 0, Eη, 0, ε) := p′(Eη, ε) (4.88)

仮定 4.6 (M 上の零ダイナミクスの安定性) 0 ≤ ε ≤ ε1 (ε1 > γq)に対して，

(4.88)の Eη は局所指数安定である．

ゆえに，中心多様体定理によって，0 ≤ ε ≤ ε1 において，十分小さな w および

Ei (i = 1, . . . , m)に対して，Eη は局所指数安定となる．

つぎに，システム全体の安定性について考える．EZ = Z − π(X,w, ε) とする

と，その動特性は以下の式で表される．

ε
dEZ

dt′
= AZZ +BZus(X,w, ε)− ε

[
∂π

∂X
{f̄X(X,Z, ε)

+ ḡX(X,Z, ε)us(X,w, ε)}+
∂π

∂w
s′(w)

]
(4.89)

EZ = 0 に関するTaylor展開は以下のようになる．

ε
dEZ

dt′
= AZEZ − ε ∂π

∂X

∂

∂Z
{f̄X(X,Z, ε)

+ ḡX(X,Z, ε)us(X,w, ε)}|Z=π(X,w,ε)EZ +O(EZ
2) (4.90)

よって，十分小さな ε, X, w に対して，EZ は局所指数安定となる．EZ に関し

て以下の仮定をおく．

仮定 4.7 ε = γq および十分小さな X, w に対して，EZ は局所指数安定であ

る．

もし，ε が γ と無関係に決定できるのであれば，仮定 4.7は必要ないのであるが，

実際には，ε は γq というある小さな値をもつが，どこまでも小さくとれるわけ

ではない．そのため，仮定 4.7の条件を確認することが必要となる．

定理 4.1 仮定 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6, 4.7のもとで，十分小さな初期状態 w(0),

E(0), EZ(0) に対して，フィードバック則 (4.51)を用いることによって，漸近追

従制御問題を達成することができる．
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4.5. ε-修正法に基づく近似解法

証明 仮定より，E, EZ の動特性は局所指数安定となり，その原点における線形

近似系の係数行列はすべての固有値を複素平面の左半平面にもつ．ゆえに，中心

多様体定理より，十分小さな初期状態 w(0), E(0), EZ(0) に対して，E, EZ は零

に収束する．これは，漸近追従制御問題が達成されることを意味する．<

4.5 ε-修正法に基づく近似解法

以上で提案した漸近追従制御則を得るためには，偏微分方程式 (4.71), (4.78)の

解 π(X,w, ε), us(X,w, ε) を求める必要がある．しかしながら，一般的にその解

析的な解を得ることは困難である．ここでは，ε が微小な数であることに着目し，

ε に関するTaylor級数展開を用いて近似解を求める．

Taylor級数展開において，Ξk
ε を ε の k 次までの項を取り出す演算子とし，

πk(X,w, ε) = Ξk
ε [π(X,w, ε)] (4.91)

uks(X,w, ε) = Ξk
ε [us(X,w, ε)] (4.92)

とおく．ただし，π−1 = 0, u−1
s = 0 とする．これらを (4.71), (4.78)に代入する

と，k = 0, 1, . . . に対して，以下の式が得られる．

AZπ
k(X,w, ε) +BZu

k
s(X,w, ε) = ε · Ξk−1

ε

[
∂πk−1

∂X
{f̄X(X, πk−1(X,w, ε), ε)

+ ḡX(X, π
k−1(X,w, ε), ε)uk−1

s (X,w, ε)}+ ∂πk−1

∂w
s′(w)

]
(4.93)

Ξk
ε [κ̄

i
ρi
(X, πk(X,w, ε), ε)] +

m∑
j=1

Ξk
ε [λ̄

ij
ρi
(X, πk(X,w, ε), ε)uksj(X,w, ε)]− Lρi

s′ δi(w)

+ βiρi−1(X
i
ρi
− Lρi−1

s′ δi(w)) + · · ·+ βi0(X i
1 − δi(w)) = 0, (i = 1, . . . , m) (4.94)

k = 0 のとき，(4.93), (4.94)は代数方程式となり，π0, u0
s を求めることができる．

つぎに，πk−1, uk−1
s が得られていると仮定する．そのとき，(4.93)を πk につい

て解くことができ，その解を (4.94)に代入することによって，代数的に πk, uks を

得ることができる．このように ε の低次の項から順に求める方法は，特異摂動系

の理論では ε-修正法として知られている [31,39]．ε は微小な数であるので，ε に

関して 2, 3次程度の近似解でも十分に真の解に近いことが期待できる．
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4. 特異摂動系に変換する方法

つぎに，外部システムを含むシステムに ε-修正法を適用した場合，外部システ

ムの状態 w が出力の目標値 yd の複数回の微係数で置き換えられることを示す．

まず，

Yd,i(w) = col(δ(w), Lsδ(w), . . . , L
i
sδ(w)) (4.95)

とおく．k = 0 のとき，0次の近似解は

π0(X, Yd,ρM
(w), ε), u0

s(X, Yd,ρM
(w), ε) (4.96)

というふうに表すことができる．ただし，

ρM = max
i=1,...,m

ρi (4.97)

である．つぎに，k − 1 次の近似解が

πk−1(X, Yd,ρM+k−1(w), ε), uk−1
s (X, Yd,ρM+k−1(w), ε) (4.98)

のように表すことができると仮定する．このとき，(4.93)に含まれる w に関する

微分演算子 Ls が問題となるが，

Lsπ
k−1 =

∂πk−1

∂Yd,ρM +k−1

(
0 I

)
Yd,ρM+k (4.99)

となり，k 次の近似解は

πk(X, Yd,ρM+k(w), ε), uks(X, Yd,ρM+k(w), ε) (4.100)

のように表すことができる．また，

Yd,i = col(yd, ẏd, . . . , y
(i)
d ) (4.101)

であるので，外部システムの状態 w の代りに yd および yd の適当な回数の時間

微分によって，us の近似解を表現することが可能である．
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4.6. 数値例: ball and plate system

4.6 数値例: ball and plate system

ここでは，原点において相対次数が定義できない ball and plate systemに本章

で提案する手法を適用することを考える．図 6に ball and plate systemの概略図

を示す．

X̂
Ŷ

Ẑ

L1

L2
l1l2

θ1

θ2

u1

u2

図 6 Ball and plate system

ball and plate systemについて以下のように設定する．

• X̂Ŷ Ẑ 座標系に対して L1L2L3 座標系を L1 軸と L2 軸が平板と平行になる

ようにとる．

• (x̂, ŷ, ẑ)を X̂Ŷ Ẑ 座標系におけるボールの重心位置とし，(l1, l2, 0)を L1L2L3

座標系におけるボールの重心位置とする．

• L1 軸に関して角度 θ1，L2 軸に関して角度 θ2 という回転を与えることに

よってボールを動かす．

• ボールは平板上を滑らずに回転すると仮定する．

• θ1, θ2 がともに零のとき，L1, L2, L3 軸はそれぞれ X̂, Ŷ , Ẑ 軸に一致する

ものとする．
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4. 特異摂動系に変換する方法

このシステムに対して，外部システムによって与えられる目標軌道にボールの平

板上の位置を追従させることを目的とする．

ball and plate systemの状態方程式はつぎのように表される．

ẋ = f(x) + g(x)u (4.102)

ここで，

x = (x1, . . . , x8)
T = (l1, l2, l̇1, l̇2, θ1, θ2, θ̇1, θ̇2)

T (4.103)

u = (u1, u2)
T = (θ̈1, θ̈2)

T (4.104)

f(x) =




x3

x4

K(2x4x7 sin x6 + x1x7
2 sin2 x6 + x1x8

2 +G cosx5 sinx6)

K(−2x1x7x8 cosx6 − 2x3x7 sinx6 + x2x7
2 −G sinx5)

x7

x8

0

0




(4.105)

g(x) =




0 0

0 0

Kx2 sinx6 0

−Kx1 sinx6 0

0 0

0 0

1 0

0 1




(4.106)
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4.6. 数値例: ball and plate system

である．ただし，

Ip = diag(J, J, 2J) :平板の慣性モーメント (4.107)

Ib = diag(Jb, Jb, Jb) :ボールの慣性モーメント (4.108)

M :ボールの質量 (4.109)

R :ボールの半径 (4.110)

G :重力加速度 (4.111)

K =
M

M + Jb/R2
(4.112)

である．また，与えられる目標軌道にボールの平板上の位置を追従させることを

目的とすることより，出力を

y1 = x1, y2 = x2 (4.113)

とする．この出力 y = (y1, y2)
T を目標軌道 yd = (yd1, yd2)

T に追従させる．目標

軌道 yd は以下の外部システムによって生成されるものとする．

ẇ = Sw

yd = Qw
(4.114)

ただし，

S =




0 ω1 0 0

−ω1 0 0 0

0 0 0 ω2

0 0 −ω2 0




Q =

(
1 0 0 0

0 0 1 0

)
(4.115)

である．

まず，ball and plate systemの相対次数について調べる．出力 y1, y2 に対して
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4. 特異摂動系に変換する方法

時間微分を繰り返すことによって以下の式が得られる．

y1 = x1

y
(1)
1 = x3

y
(2)
1 = K(2x4x7 sinx6 + x1x7

2 sin2 x6 + x1x8
2 +G cosx5 sin x6)

+Kx2 sinx6u1

y2 = x2

y
(1)
2 = x4

y
(2)
2 = K(−2x1x7x8 cosx6 − 2x3x7 sin x6 + x2x7

2 −G sinx5)

−Kx1 sin x6u1

(4.116)

このとき，以下の無干渉化行列 D(x) が得られる．

D(x) =

(
Kx2 sinx6 0

−Kx1 sin x6 0

)
(4.117)

行列 D(x)が正則でないことより，ball and plate systemは弱相対次数 {ρ1, ρ2} =
{2, 2}をもつが，相対次数をもたないことがわかる．つぎに，ball and plate system
のロバスト相対次数について調べる．システム (4.102), (4.113)の x = 0 におけ

る線形近似系は以下のようになる．

ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(4.118)
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4.6. 数値例: ball and plate system

ただし，

A =




0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 KG 0 0

0 0 0 0 −KG 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0




B =




0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

0 1




C =

(
1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

)

(4.119)

である．出力 y1, y2 に対して時間微分を繰り返すことによって以下の式が得ら

れる．

y1 = x1 y2 = x2

y
(1)
1 = x3 y

(1)
2 = x4

y
(2)
1 = KGx6 y

(2)
2 = −KGx5

y
(3)
1 = KGx8 y

(3)
2 = −KGx7

y
(4)
1 = KGu2 y

(4)
2 = −KGu1

(4.120)
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4. 特異摂動系に変換する方法

このとき，無干渉化行列 D′(x) はつぎのようになる．

D′(x) =

(
0 KG

−KG 0

)
(4.121)

行列 D′(x) が正則であることより，ball and plate systemはロバスト相対次数

{R1, R2} = {4, 4} をもつ．このシステムにおいては，ρ1 = 2, ρ2 = 2, R1 = 4,

R2 = 4 であり，η に相当する動特性は存在しない．よって，仮定 4.1, 4.3, 4.5,

4.6が満たされることがわかる．

座標変換

ξ = (ξ1
1 , ξ

1
2, ξ

1
3 , ξ

1
4, ξ

2
1 , ξ

2
2, ξ

2
3 , ξ

2
4)

T

= (x1, x3, sinx6, x8 cosx6, x2, x4, sinx5, x7 cos x5)
T (4.122)

を用いることによって，以下のシステムを得ることができる．

ξ̇1
1 = ξ1

2

ξ̇1
2 = K

(
2ξ2

2ξ
2
4ξ

1
3√

1− (ξ2
3)

2
+
ξ1
1(ξ

2
4)

2(ξ1
3)

2

1− (ξ2
3)

2
+

ξ1
1(ξ

1
4)

2

1− (ξ1
3)

2

+G
√
1− (ξ2

3)
2ξ1

3 + ξ
2
1ξ

1
3u1

)

ξ̇1
3 = ξ1

4

ξ̇1
4 = − (ξ1

4)
2ξ1

3

1− (ξ1
3)

2
+

√
1− (ξ1

3)
2u2

ξ̇2
1 = ξ2

2

ξ̇2
2 = K

(
− 2ξ1

1ξ
2
4ξ

1
4√

1− (ξ2
3)

2
− 2ξ1

2ξ
2
4ξ

1
3√

1− (ξ2
3)

2
+

ξ2
1(ξ

2
4)

2

1− (ξ2
3)

2
−Gξ2

3 − ξ1
1ξ

1
3u1

)

ξ̇2
3 = ξ2

4

ξ̇2
4 = − (ξ2

4)
2ξ2

3

1− (ξ2
3)

2
+

√
1− (ξ2

3)
2u1

(4.123)

このシステムは仮定 4.2を満たしている．さらに，(4.37), (4.38)を満たすように

q = 3 とし，時間軸変換

t′ = γt (4.124)
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4.6. 数値例: ball and plate system

および座標変換

X = (X1
1 , X

1
2 , X

2
1 , X

2
2)

T = (ξ1
1, ξ

1
2/γ, ξ

2
1, ξ

2
2/γ)

T (4.125)

Z = (Z1
1 , Z

1
2 , Z

2
1 , Z

2
2)

T = (ξ1
3/γ

2, ξ1
4 , ξ

2
3/γ

2, ξ2
4)

T (4.126)

を用いることによって，以下の特異摂動系を得ることができる．

dX1
1

dt′
= X1

2

dX1
2

dt′
= K

(
2γX2

2Z
2
2Z

1
1√

1− γε(Z2
1)

2
+
X1

1γ
2(Z2

2)
2(Z1

1)
2

1− γε(Z2
1)

2
+

X1
1 (Z

1
2)

2

γ2(1− γε(Z1
1 )

2)

+G
√
1− γε(Z2

1 )
2Z1

1 +X
2
1Z

1
1u1

)

ε
dZ1

1

dt′
= Z1

2

ε
dZ1

2

dt′
= − γε(Z1

2 )
2Z1

1

1− γε(Z1
1 )

2
+ γ2

√
1− γε(Z1

1 )
2u2

dX2
1

dt′
= X2

2

dX2
2

dt′
= K

(
− 2X1

1Z
2
2Z

1
2

γ2
√
1− γε(Z2

1)
2
− 2γX1

2Z
2
2Z

1
1√

1− γε(Z2
1)

2
+

X2
1 (Z

2
2 )

2

γ2(1− γε(Z2
1)

2)

−GZ2
1 −X1

1Z
1
1u1

)

ε
dZ2

1

dt′
= Z2

2

ε
dZ2

2

dt′
= − γε(Z2

2 )
2Z2

1

1− γε(Z2
1 )

2
+ γ2

√
1− γε(Z2

1 )
2u1

(4.127)

つぎに，この特異摂動系に対する追従制御則の設計を行う．まず，以下のフィー

ドバック則を用いる．

u = −D−1
3 (X,Z, ε)F (X,Z, ε) +D−1

3 (X,Z, ε)us (4.128)
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ここで，

D3(X,Z, ε) =

(
0 γ2

√
1− γε(Z1

1)
2

γ2
√
1− γε(Z2

1 )
2 0

)
(4.129)

F (X,Z, ε) =


−γε(Z1

2 )2Z1
1

1−γε(Z1
1 )2

+ α1
0Z

1
1 + α

1
1Z

1
2

−γε(Z2
2 )2Z2

1

1−γε(Z2
1 )2

+ α2
0Z

2
1 + α

2
1Z

2
2


 (4.130)

us = (us1, us2)
T (4.131)

である．us(X,w, ε) を求めるための条件として，Z が収束する多様体M に対す
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る不変多様体条件


0 1 0 0

−α1
0 −α1

1 0 0

0 0 0 1

0 0 −α2
0 −α2

1






π1

1(X,w, ε)

π1
2(X,w, ε)

π2
1(X,w, ε)

π2
2(X,w, ε)


 +



0 0

1 0

0 0

0 1




(
us1(X,w, ε)

us2(X,w, ε)

)

= ε

[
∂π

∂X1
1

X2
1 +

∂π

∂X1
2

K
{2γX2

2π
2
2(X,w, ε)π

1
1(X,w, ε)√

1− γε(π2
1(X,w, ε))

2

+
X1

1γ
2(π2

2(X,w, ε))
2(π1

1(X,w, ε))
2

1− γε(π2
1(X,w, ε))

2
+

X1
1 (π

1
2(X,w, ε))

2

γ2(1− γε(π1
1(X,w, ε))

2)

+G
√
1− γε(π2

1(X,w, ε))
2π1

1(X,w, ε)

+
X2

1π
1
1(X,w, ε)

γ2
√
1− γε(π2

1(X,w, ε))
2

(γε(π2
2(X,w, ε))

2π2
1(X,w, ε)

1− γε(π2
1(X,w, ε))

2

− α2
0π

2
1(X,w, ε)− α2

1π
2
2(X,w, ε) + us2(X,w, ε)

)}
+

∂π

∂X2
1

X2
2

+
∂π

∂X2
2

K
{
−2X1

1π
2
2(X,w, ε)π

1
2(X,w, ε)

γ2
√
1− γε(π2

1(X,w, ε))
2

− 2γX1
2π

2
2(X,w, ε)π

1
1(X,w, ε)√

1− γε(π2
1(X,w, ε))

2

+
X2

1 (π
2
2(X,w, ε))

2

γ2(1− γε(π2
1(X,w, ε))

2)
−Gπ2

1(X,w, ε)

− KX1
1π

1
1(X,w, ε)

γ2
√
1− γε(π2

1(X,w, ε))
2

(γε(π2
2(X,w, ε))

2π2
1(X,w, ε)

1− γε(π2
1(X,w, ε))

2

− α2
0π

2
1(X,w, ε)− α2

1π
2
2(X,w, ε) + us2(X,w, ε)

)}
+
∂π

∂w
s′(w)

]
(4.132)
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および不変多様体M 上の誤差ダイナミクス

0 = K
{2γX2

2π
2
2(X,w, ε)π

1
1(X,w, ε)√

1− γε(π2
1(X,w, ε))

2
+
X1

1γ
2(π2

2(X,w, ε))
2(π1

1(X,w, ε))
2

1− γε(π2
1(X,w, ε))

2
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が得られる．

(4.132), (4.133), (4.134)を (π(X,w, ε), us(X,w, ε))について，ε-修正法を用いて

近似的に解くことによって，漸近追従制御則を得る．偏微分方程式 (4.132) (4.133),

(4.134)の近似解は，ε に関して 2次まで求めた．原点まわりのある領域で，この

近似解を偏微分方程式に代入した残差が十分小さいことから，仮定 4.4は局所的

に満たされているものと考えられる．この例題を含むいくつかの数値例において

は，偏微分方程式の原点近傍における可解性そのものは，γ の選び方にあまり影

響されなかった．一方，近似解が求められる領域は γ の選び方に依存して大きく

変化した．単純に γ を小さくすればよいわけではなく，適正な値が存在するよう

である．また，上記の γ, ε に対して，仮定 4.7が成り立つことは，原点における

線形近似によって容易に確かめることができる．

シミュレーション結果を以下に示す．シミュレーションに用いたシステムおよび

設計のパラメータを表 1に示す．目標軌道は，yd1 = 2 sin(πt/4), yd2 = 7 sin(πt/8)
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4.6. 数値例: ball and plate system

表 1 Values of model parameters and control condition

G = 9.807

K = 0.7143

q = 3

ε = 0.064

α1
0 = 25

α1
1 = 10

α2
0 = 25

α2
1 = 10

β1
0 = 1

β1
1 = 2

β2
0 = 1

β2
1 = 2

x(0) = (0, 0, 1, 1, 0, 0, 0, 0)T

とした (図 7)，提案する手法はハイゲインフィードバックであるので，得られた

u の値に飽和関数を作用させて，|ui| ≤ 5 (i = 1, 2)となるようにした．提案手法

との比較のために，Hauserら [14]の方法を多入力多出力系に拡張した方法 [16]

(g(x)を近似する場合)による結果と，原点における線形近似系に対して極配置を

行った結果を同時に示す．ハイゲインフィードバックのほうが追従誤差に関して

有利であるので，これらの比較対象におけるパラメータを，閉ループ系の線形近

似系の極が提案手法と同じになるように選んだ．図 8, 9にシミュレーションにお

ける追従誤差を示す．図 8が y1 の追従誤差で，図 9が y2 の追従誤差である．提

案手法および線形近似においては，入力に飽和を設けた場合とそうでない場合の

出力の値の変化が，2, 3秒付近に多少現れている程度であったが，Hauserの方法

では入力に飽和を設けた場合には状態が発散した．そこで，Hauserの方法のみ飽

和関数を通していない入力を用いてシミュレーションを行っている．近似に基づ

く二種類の従来法においては追従誤差が残っている一方，提案手法ではほぼ厳密

な追従が実現できていることがわかる．
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4. 特異摂動系に変換する方法

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6

8

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

l1

l2

図 7 Reference trajectory of the ball (yd1 = 2 sin(πt/4), yd2 = 7 sin(πt/8))
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4.7 まとめ

本章では，相対次数が定義できない点が存在する多入力多出力非線形システム

について考察し，そのようなシステムに対する漸近追従制御法を提案した．プラ

ントが多入力多出力系の場合には，無干渉化行列が正則でなくなる場合が生じる

が，そのような場合にプラントを形式的に特異摂動系に変換できる条件を導き出

した．また，追従制御則を得るための偏微分方程式の近似解法として，ε-修正法

が利用できることを示した．近似解においては，外部システムの状態変数 w が

出力の目標値の有限回の微係数で置き換えられ，外部システムのダイナミクスは

制御則設計時に不要となることを示した．原点において相対次数が定義できない

ball and plate systemのシミュレーションによって他の近似に基づく手法と比較

し，提案手法の優位性を示した．提案手法においては，ε に関するTaylor級数展

開による近似を用いていることから，peaking現象のために得られる制御則が局

所的なものとなる場合がある．そのため，peaking現象を回避する手法を考える

必要がある．
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5. 拡張バックステッピングを用いる方法

5.1 背景

出力レギュレーションの目的は，外部システムと呼ばれる自律システムによって

生成される信号に対して，漸近追従制御あるいは漸近外乱除去を達成する制御則

を求めることである．Isidori and Byrnes [26]は局所的な出力レギュレーション問

題の可解性がレギュレータ方程式と呼ばれる偏微分代数方程式の可解性と関連す

ることを示した．近年では，大域的あるいは準大域的な出力レギュレーション問題

が，例えばKhalil [29]，Isidori [24]，Serrani and Isidori [37]，Serrani, Isidori and

Marconi [38]などによって解かれている．しかしながら，これらの研究においては，

プラントが非線形最小位相系であるという仮定を必要とする．一方，Yamashita

and Isidori [46]は，相対次数が定義できない点が存在するシステムに対して，状

態フィードバックを用いた大域出力レギュレーション法を提案している．そこで

は，追従誤差が零となる不変多様体を導入し，この多様体にシステムの状態を漸

近させることによって大域出力レギュレーションを実現させている．

この章では，非線形最小位相系とは限らない一入力一出力非線形システムに対

する状態フィードバックを用いた大域出力レギュレーション問題について考え，

この問題を [46]で示された手法を利用することによって解く．まず，追従誤差が

零となる零誤差多様体を求める．つぎに，プラントの状態を零誤差多様体に漸近

させる不変多様体を構成するために，バックステッピングの拡張となる手法を提

案する．この手法によって得られる不変多様体を用いた座標変換によってプラン

トを変換し，得られるシステムに対して，linear growth conditionのもとで可変

ゲイン状態フィードバック則を用いることによって，大域出力レギュレーション

が実現できることを示す．提案する手法においては，プラントの相対次数の存在

性を必要としないため，非線形非最小位相系だけでなく，4章で示した相対次数

が定義できない点が存在するシステムに対しても適用することができる．また，

プラントの出力の定義を変える必要がない．

まず，5.2節において，大域出力レギュレーション問題の一問題である大域漸近

追従制御問題について述べる．5.3節では，システムの挙動を指定する複数の不
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5. 拡張バックステッピングを用いる方法

変多様体を導入し，それらの多様体を用いてシステムを変換することを行う．こ

の変換によって，ある多様体に制限されたときに，原点に大域漸近安定平衡点を

もつシステムを得る．5.4節では，可変ゲイン状態フィードバック則を適用する

ことによって大域漸近追従制御が達成できることを示す．5.5節では，本手法の有

効性を確認するために簡単な非線形非最小位相系を用いた数値例を示す．5.6節

で本章のまとめを述べる．

5.2 問題設定

本章では，大域出力レギュレーション問題の一つである大域漸近追従制御問題

をあつかう．プラントとして以下の式で表される一入力一出力非線形システムを

考える．

ẋ1 = x2

. . .

ẋρ−1 = xρ

ẋρ = f0ρ(x) + g0ρ(x)u

. . .

ẋn = f0n(x) + g0n(x)u

y = x1

(5.1)

ここで，x = (x1, . . . , xn)
T ∈ R

n はプラントの状態，u ∈ R は入力，y ∈ R は出

力である．また，i = ρ, . . . , n に対して，関数 f0i(x) および g0i(x) は十分滑らか

であり，f0i(0) = 0 と仮定する．

プラント (5.1)は，非線形最小位相系である必要はなく，非線形非最小位相系で

あってもよい．また，相対次数が定義できない点が存在してもよい．(5.1)によっ

て表されるシステムは，実際には，運動方程式などから導出される状態方程式を

座標変換することによって得られるが，座標変換の選び方によっては最終的に得

られる制御則の形が変わる．また，(5.1)中の定数 ρ は，一般的には弱相対次数

にとることが考えられるが，弱相対次数以下にとっても以下の議論に矛盾は生じ
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5.2. 問題設定

ない．

プラントの出力 y が追従する目標軌道 yd ∈ R は以下の式で表される大域安定

な外部システムの出力として与えられる．

ẇ = s(w)

yd = δ(w)
(5.2)

ここで，w = (w1, . . . , wr)
T ∈ R

r は外部システムの状態である．また，関数 s(w)

および δ(w) は十分滑らかであるとし，s(0) = 0 および δ(0) = 0 であると仮定す

る．本章で提案する手法においては，中心多様体定理を用いないため，外部シス

テムに対する Poisson安定の仮定は不要である．

追従誤差を以下のように表す．

e(t) = y(t)− yd(t) (5.3)

まず，大域漸近追従制御問題を以下のように定義する．

定義 5.1 (大域漸近追従制御問題) プラント (5.1)および外部システム (5.2)が与

えられているとする．このとき，条件

• 外部システムからの影響がないときに，閉ループ系

ẋ1 = x2

. . .

ẋρ−1 = xρ

ẋρ = f0ρ(x) + g0ρ(x)u(x, 0)

. . .

ẋn = f0n(x) + g0n(x)u(x, 0)

(5.4)

の平衡点 x = 0 が大域漸近安定かつ局所指数安定である．
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5. 拡張バックステッピングを用いる方法

• 任意の初期状態 (x(0), w(0)) に対して，閉ループ系

ẋ1 = x2

. . .

ẋρ−1 = xρ

ẋρ = f0ρ(x) + g0ρ(x)u(x, w)

. . .

ẋn = f0n(x) + g0n(x)u(x, w)

ẇ = s(w)

(5.5)

の軌道が有界であり，なおかつ追従誤差が

lim
t→∞

e(t) = 0 (5.6)

となる．

を満たす状態フィードバック則 u = u(x, w) (u(0, 0) = 0) を求めよ．

本章では，大域追従制御問題のみを考えているが，外部システムによって生成

される外乱がプラントに加わる場合の外乱除去制御問題にも容易に拡張すること

ができる．

5.3 システムの変換

ここでは，大域漸近追従制御問題を解くために [46]で示された手法を繰り返し

適用することによって，ある多様体に制限されたときに，プラントの状態が零誤

差多様体に収束するようにする．

まず，以下の仮定をおく．この仮定は [26]で示されるように局所出力レギュレー

ション問題の可解条件の一つとなっており，零誤差多様体の存在を仮定するもの

である．
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仮定 5.1 以下の式を満たす関数 π0(w) = (π01(w), . . . , π0n(w))
T および c0(w)

(π0(0) = 0 and c0(0) = 0)が存在する．

π0,i+1(w) =
∂π0i

∂w
s(w), (i = 1, . . . , ρ− 1)

f0i(π0(w)) + g0i(π0(w))c0(w) =
∂π0i

∂w
s(w), (i = ρ, . . . , n)

(5.7)

0 = π01(w)− δ(w) (5.8)

(5.7)は，入力 u = c0(w) のもとで不変多様体M0 = {(x, w) : x = π0(w)} が存
在することを意味する．また，(5.8)はこの多様体上において追従誤差が零となる

ことを表す．したがって，プラントの状態をM0 に漸近させることによって追従

誤差を零にすることができる．

関数 π0(w)および c0(w)を用いて，以下の座標変換および入力変換を定義する．

ξ1 = x− π0(w)

u1 = u− c0(w)
(5.9)

(5.9)によって，プラント (5.1)は以下のように表される．

ξ̇11 = ξ12

. . .

ξ̇1,ρ−1 = ξ1ρ

ξ̇1ρ = f1ρ(ξ1, w) + g1ρ(ξ1, w)u1

. . .

ξ̇1n = f1n(ξ1, w) + g1n(ξ1, w)

(5.10)

ただし，i = ρ, . . . , n に対して，

f1i(ξ1, w) = f0i(ξ1 + π0(w)) + g0i(ξ1 + π0(w))c0(w)−
∂π0i

∂w
s(w)

g1i(ξ1, w) = g0i(ξ1 + π0(w))

(5.11)
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5. 拡張バックステッピングを用いる方法

とおく．また，(5.7)および (5.11)より，ξ1 = 0 のときに，i = ρ, . . . , n に対して

f1i(0, w) = 0 となる．(5.9)の変換によって，プラント (5.1)に対する大域漸近追

従制御問題はシステム (5.10)に対する大域漸近安定化問題に帰着される．

以下では，ある多様体に制限されたときに，プラントの状態が多様体 M0 に

収束するようにする．これを実現するために，入れ子構造をもつ多様体を構成す

る．このような多様体の概念図を図 10に示す．そして，それらの多様体を用い

M0

M′

図 10 Sketch of manifolds

ることによって，システム (5.10)に対して繰り返し座標変換を行う．まず，表記

の簡単化のために，ν = n − ρ+ 1 および ρk = ρ + k − 1 とおく．また，任意の

m 次元ベクトル v = (v1, . . . , vm)
T および 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ m に対して，i1 番目か

ら i2 番目までの要素からなるベクトルを [v]i1i2 = (vi1, . . . , vi2)
T と表す．
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5.3. システムの変換

k = 1, . . . , ν − 1 に対して，以下の座標変換および入力変換を考える．

ξk+1,i = ξki, (i = 1, . . . , ρk)

ξk+1,i = ξki − πki([ξk]
1
ρk
, w), (i = ρk+1, . . . , n)

uk+1 = uk − ck([ξk]
1
ρk
, w)

(5.12)

ただし，πk(·) = (πkρk+1
(·), . . . , πkn(·))T および ck([ξk]

1
ρk
, w) は後述する仮定 5.2,

5.3を満たす関数である．ここで，(5.12)の第 1式より，以下の関係が成り立つ．

ξji = ξki, (i = 1, . . . , ρk; j = k + 1, . . . , ν) (5.13)

(5.12)の座標を用いて表したシステムを以下のように定義する．

ξ̇k+1,1 = ξk+1,2

. . .

ξ̇k+1,ρ−1 = ξk+1,ρ

ξ̇k+1,ρ = fk+1,ρ(ξk+1, w) + gk+1,ρ(ξk+1, w)uk+1

. . .

ξ̇k+1,n = fk+1,n(ξk+1, w) + gk+1,n(ξk+1, w)uk+1

(5.14)
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ただし，

fk+1,i(ξk+1, w) = fki([ξk+1]
1
ρk
, [ξk+1]

ρk+1
n + πk([ξk+1]

1
ρk
, w), w)

+ gki([ξk+1]
1
ρk
, [ξk+1]

ρk+1
n + πk([ξk+1]

1
ρk
, w), w)ck([ξk+1]

1
ρk
, w),

(i = ρ, . . . , ρk)

fk+1,i(ξk+1, w) = fki([ξk+1]
1
ρk
, [ξk+1]

ρk+1
n + πk([ξk+1]

1
ρk
, w), w)

+ gki([ξk+1]
1
ρk
, [ξk+1]

ρk+1
n + πk([ξk+1]

1
ρk
, w), w)ck([ξk+1]

1
ρk
, w)

− ∂πki
∂w

s(w)−
ρ−1∑
j=1

∂πki
∂ξk+1,j

ξk+1,j+1

−
ρk∑
j=ρ

∂πki
∂ξk+1,j

{fkj([ξk+1]
1
ρk
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ρk+1
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1
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1
ρk
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1
ρk
, w), w)ck([ξk+1]

1
ρk
, w)},

(i = ρk+1, . . . , n)

gk+1,i(ξk+1, w) = gki([ξk+1]
1
ρk
, [ξk+1]

ρk+1
n + πk([ξk+1]

1
ρk
, w), w),

(i = ρ, . . . , ρk)

gk+1,i(ξk+1, w) = gki([ξk+1]
1
ρk
, [ξk+1]

ρk+1
n + πk([ξk+1]

1
ρk
, w), w)

−
ρk∑
j=ρ

∂πki
∂ξk+1,j

gkj([ξk+1]
1
ρk
, [ξk+1]

ρk+1
n + πk([ξk+1]

1
ρk
, w), w),

(i = ρk+1, . . . , n) (5.15)

とおく．

関数 π1([ξ1]
1
ρ, w) および c1([ξ1]

1
ρ, w) に対して，以下の仮定をおく．
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仮定 5.2 以下の式を満たす関数 π1([ξ1]
1
ρ, w) および c1([ξ1]

1
ρ, w) が存在する．

f1i([ξ1]
1
ρ, π1([ξ1]

1
ρ, w), w) + g1i([ξ1]

1
ρ, π1([ξ1]

1
ρ, w), w)c1([ξ1]

1
ρ, w)

=
∂π1i

∂w
s(w) +

ρ−1∑
j=1

∂π1i

∂ξ1j
ξ1,j+1 +

∂π1i

∂ξ1ρ
{f1ρ([ξ1]

1
ρ, π1([ξ1]

1
ρ, w), w)

+ g1ρ([ξ1]
1
ρ, π1([ξ1]

1
ρ, w), w)c1([ξ1]

1
ρ, w)}, (i = ρ+ 1, . . . , n) (5.16)

f1ρ([ξ1]
1
ρ, π1([ξ1]

1
ρ, w), w) + g1ρ([ξ1]

1
ρ, π1([ξ1]

1
ρ, w), w)c1([ξ1]

1
ρ, w) = a([ξ1]

1
ρ) (5.17)

0 = π1(0, w) (5.18)

0 = c1(0, w) (5.19)

ここで，

a([ξ1]
1
ρ) = −α0ξ11 − · · · − αρ−1ξ1ρ (5.20)

であり，定数 αi (i = 0, . . . , ρ− 1) は，多項式

sρ + αρ−1s
ρ−1 + · · ·+ α1s+ α0 (5.21)

がHurwitz多項式となるように選ぶ．

(5.16)は，入力 u1 = c1([ξ1]
1
ρ, w) のもとで不変多様体M1 = {(ξ1, w) : [ξ1]ρ+1

n =

π1([ξ1]
1
ρ, w)} が存在することを意味する．(5.18), (5.19)は，M1 が M0 を含む

ことを意味する．また，(5.17)より，M1 上のダイナミクスは以下のように表さ

れる．

[ξ̇1]
1
ρ = A[ξ1]

1
ρ (5.22)

ただし，

A =




0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

−α0 −α1 −α2 · · · −αρ−1




(5.23)
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である．M1 上のダイナミクス (5.22)は大域漸近安定であり，その Lyapunov関

数は以下の式で与えられる．

W1([ξ1]
1
ρ) = ([ξ1]

1
ρ)
TP [ξ1]

1
ρ (5.24)

ここで，P は以下の Lyapunov方程式を満たす正定行列である．

ATP + PA = −I (5.25)

M1 上のダイナミクス (5.22)の軌道に沿った W1([ξ1]
1
ρ) の微分は以下の式によっ

て与えられる．

Ẇ1 =
∂W1

∂[ξ1]1ρ
A[ξ1]

1
ρ = −([ξ1]1ρ)T [ξ1]1ρ < 0, ([ξ1]

1
ρ �= 0) (5.26)

(5.24)に加えて，k = 2, . . . , ν − 1 に対して，以下の関数を定義する．

Wk([ξk]
1
ρk
) =Wk−1([ξk]

1
ρk−1

) +
1

2
(ξkρk

)2 = ([ξk]
1
ρ)
TP [ξk]

1
ρ +

1

2

ρk∑
i=ρ+1

(ξki)
2 (5.27)

これらの関数は仮定 5.3で用いられる．

仮定 5.3 k = 2, . . . , ν− 1 に対して，以下の式を満たす関数 πk([ξk]
1
ρk
, w)および

ck([ξk]
1
ρk
, w) が存在する．

fki([ξk]
1
ρk
, πk([ξk]

1
ρk
, w), w) + gki([ξk]

1
ρk
, πk([ξk]

1
ρk
, w), w)ck([ξk]

1
ρk
, w)

=
∂πki
∂w

s(w) +

ρ−1∑
j=1

∂πki
∂ξkj

ξk,j+1 +

ρk∑
j=ρ

∂πki
∂ξkj

{fkj([ξk]1ρk
, πk([ξk]

1
ρk
, w), w)

+ gkj([ξk]
1
ρk
, πk([ξk]

1
ρk
, w), w)ck([ξk]

1
ρk
, w)}, (i = ρk+1, . . . , n) (5.28)

fkρk
([ξk]

1
ρk
, πk([ξk]

1
ρk
, w), w)

+ gkρk
([ξk]

1
ρk
, πk([ξk]

1
ρk
, w), w)ck([ξk]

1
ρk
, w) = bρk

([ξk]
1
ρk
, w) (5.29)

0 = πk([ξk]
1
ρk−1

, 0, w) (5.30)

0 = ck([ξk]
1
ρk−1

, 0, w) (5.31)
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ここで，

bρk
([ξk]

1
ρk
, w) = −βρk

ξkρk
−

ρk−1∑
j=ρ

∂Wk−1

∂ξkj
f̃jρk

([ξk]
1
ρk
, w) (5.32)

であり，定数 βρk
を正に選ぶ．また，関数 f̃jρk

([ξk]
1
ρk
, w) を

f̃jρk
([ξk]

1
ρk
, w)ξkρk

= fkj([ξk]
1
ρk
, πk([ξk]

1
ρk
, w), w)

+ gkj([ξk]
1
ρk
, πk([ξk]

1
ρk
, w), w)ck([ξk]

1
ρk
, w)

− fkj([ξk]1ρk−1
, 0, w), (j = ρ, . . . , ρk−1) (5.33)

と定義する．

(5.28)は，入力 uk = ck([ξk]
1
ρk
, w) のもとで不変多様体Mk = {(ξk, w) : [ξk]ρk+1

n

= πk([ξk]
1
ρk
, w)} が存在することを意味する．(5.30), (5.31)は，Mk がMk−1 を

含むことを意味する．すなわち，Mk は，M0 からMk−1 までを入れ子状に含む

構造をもっている．(5.32)の右辺第 2項はバックステッピング法で用いられてい

るアイデアに基づく項である．(5.29)より，Mk 上のダイナミクスは以下のよう

に表される．

ξ̇k1 = ξk2

. . .

ξ̇k,ρ−1 = ξkρ

ξ̇kρ = fkρ([ξk]
1
ρk
, πk([ξk]

1
ρk
, w), w) + gkρ([ξk]

1
ρk
, πk([ξk]

1
ρk
, w), w)ck([ξk]

1
ρk
, w)

. . .

ξ̇kρk−1
= fkρk−1

([ξk]
1
ρk
, πk([ξk]

1
ρk
, w), w)

+ gkρk−1
([ξk]

1
ρk
, πk([ξk]

1
ρk
, w), w)ck([ξk]

1
ρk
, w)

ξ̇kρk
= bρk

([ξk]
1
ρk
, w)

(5.34)
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(5.15)および仮定 5.2, 5.3より，以下の関係が得られる．

fk+1,i([ξk+1]
1
ρk
, 0, w) = fki([ξk+1]

1
ρk
, πk([ξk+1]

1
ρk
, w), w)

+ gki([ξk+1]
1
ρk
, πk([ξk+1]

1
ρk
, w), w)ck([ξk+1]

1
ρk
, w), (i = ρ, . . . , ρk−1) (5.35)

fk+1,ρk
([ξk+1]

1
ρk
, 0, w) =


a([ξk+1]

1
ρ), (k = 1)

bρk
([ξk+1]

1
ρk
, w), (2 ≤ k ≤ ν − 1)

(5.36)

fk+1,i([ξk+1]
1
ρk
, 0, w) = 0, (i = ρk+1, . . . , n) (5.37)

さらに，i = ρ, . . . , n および k = 1, . . . , ν − 1 に対して，fk+1,i(0, w) = 0 が成り

立つ．

ここで，仮定 5.3によって与えられる多様体Mk 上のダイナミクスの大域安定

性に関して，以下の補題が成り立つ．

補題 5.1 k = 2, . . . , ν − 1 に対して，Mk 上のダイナミクス (5.34)は [ξk]
1
ρk
= 0

に大域漸近安定平衡点をもち，(5.27)で表される放射状に非有界な Lyapunov関

数をもつ．

証明 k = 2 のとき，M2 上のダイナミクスは

ξ̇21 = ξ22

. . .

ξ̇2,ρ−1 = ξ2ρ

ξ̇2ρ = f2ρ([ξ2]
1
ρ+1, π2([ξ2]

1
ρ+1, w), w)

+ g2ρ([ξ2]
1
ρ+1, π2([ξ2]

1
ρ+1, w), w)c2([ξ2]

1
ρ+1, w)

ξ̇2,ρ+1 = bρ+1([ξ2]
1
ρ+1, w)

(5.38)

であり，関数

W2([ξ2]
1
ρ+1) = W1([ξ2]

1
ρ) +

1

2
(ξ2,ρ+1)

2 (5.39)

が定義される．(5.35), (5.36), (5.37)を考慮すると，(5.38)を以下のように書き直
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すことができる．

ξ̇21 = ξ22

. . .

ξ̇2,ρ−1 = ξ2ρ

ξ̇2ρ = a([ξ2]
1
ρ) + f̃ρ,ρ+1([ξ2]

1
ρ+1, w)ξ2,ρ+1

ξ̇2,ρ+1 = bρ+1([ξ2]
1
ρ+1, w)

(5.40)

関数 W2([ξ2]
1
ρ+1) の時間微分は以下の式で与えられる．

Ẇ2 =
∂W1

∂[ξ2]1ρ−1

[ξ2]
2
ρ +

∂W1

∂ξ2ρ
{a([ξ2]1ρ) + f̃ρ,ρ+1([ξ2]

1
ρ+1, w)ξ2,ρ+1}

+ ξ2,ρ+1

{
−βρ+1ξ2,ρ+1 −

∂W1

∂ξ2ρ
f̃ρ,ρ+1([ξ2]

1
ρ+1, w)

}

=
∂W1

∂[ξ2]1ρ
A[ξ2]

1
ρ − βρ+1 · (ξ2,ρ+1)

2 < 0, ([ξ2]
1
ρ+1 �= 0) (5.41)

(5.41)が負定関数であることより，(5.38)の平衡点 [ξ2]
1
ρ+1 = 0 は大域漸近安定で

ある．

k = l のとき，Ml 上のダイナミクスは

ξ̇l1 = ξl2

. . .

ξ̇l,ρ−1 = ξlρ

ξ̇lρ = flρ([ξl]
1
ρl
, πl([ξl]

1
ρl
, w), w) + glρ([ξl]

1
ρl
, πl([ξl]

1
ρl
, w), w)cl([ξl]

1
ρl
, w)

. . .

ξ̇lρl−1
= flρl−1

([ξl]
1
ρl
, πl([ξl]

1
ρl
, w), w) + glρl−1

([ξl]
1
ρl
, πl([ξl]

1
ρl
, w), w)cl([ξl]

1
ρl
, w)

ξ̇lρl
= bρl

([ξl]
1
ρl
, w)

(5.42)

であり，関数

Wl([ξl]
1
ρl
) =Wl−1([ξl]

1
ρl−1

) +
1

2
(ξlρl

)2 (5.43)
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が定義される．ここで，(5.42)が [ξl]
1
ρl
= 0 に大域漸近安定平衡点をもち，その

Lyapunov関数が (5.43)で表されると仮定する．すなわち，関数 Wl([ξl]
1
ρl
) の時間

微分

Ẇl =
∂Wl

∂[ξl]1ρ−1

[ξl]
2
ρ +

ρl−1∑
i=ρ

∂Wl

∂ξli
{fli([ξl]1ρl

, πl([ξl]
1
ρl
, w), w)

+ gli([ξl]
1
ρl
, πl([ξl]

1
ρl
, w), w)cl([ξl]

1
ρl
, w)}+ ∂Wl

∂ξlρl

bρl
([ξl]

1
ρl
, w) (5.44)

が負定関数であると仮定する．

k = l + 1 のとき，(5.35), (5.36), (5.37)を考慮することによって，Ml+1 上の

ダイナミクスは

ξ̇l+1,1 = ξl+1,2

. . .

ξ̇l+1,ρ−1 = ξl+1,ρ

ξ̇l+1,ρ = flρ([ξl+1]
1
ρl
, πl([ξl+1]

1
ρl
, w), w)

+ glρ([ξl+1]
1
ρl
, πl([ξl+1]

1
ρl
, w), w)cl([ξl+1]

1
ρl
, w)

+ f̃ρρl+1
([ξl+1]

1
ρl+1

, w)ξl+1,ρl+1

. . .

ξ̇l+1,ρl−1
= flρl−1

([ξl+1]
1
ρl
, πl([ξl+1]

1
ρl
, w), w)

+ glρl−1
([ξl+1]

1
ρl
, πl([ξl+1]

1
ρl
, w), w)cl([ξl+1]

1
ρl
, w)

+ f̃ρl−1ρl+1
([ξl+1]

1
ρl+1

, w)ξl+1,ρl+1

ξ̇l+1,ρl
= bρl

([ξl+1]
1
ρl
, w) + f̃ρlρl+1

([ξl+1]
1
ρl+1

, w)ξl+1,ρl+1

ξ̇l+1,ρl+1
= bρl+1

([ξl+1]
1
ρl+1

, w)

(5.45)

となり，関数

Wl+1([ξl+1]
1
ρl+1

) = Wl([ξl+1]
1
ρl
) +

1

2
(ξl+1,ρl+1

)2 (5.46)
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が定義される．関数 Wl+1([ξl+1]
1
ρl+1

) の時間微分はつぎの式で与えられる．

Ẇl+1 =
∂Wl

∂[ξl+1]
1
ρ−1

[ξl+1]
2
ρ +

ρl−1∑
i=ρ

∂Wl

∂ξl+1,i

{fli([ξl+1]
1
ρl
, πl([ξl+1]

1
ρl
, w), w)

+ gli([ξl+1]
1
ρl
, πl([ξl+1]

1
ρl
, w), w)cl([ξl+1]

1
ρl
, w) + f̃iρl+1

([ξl+1]
1
ρl+1

, w)ξl+1,ρl+1
}

+
∂Wl

∂ξl+1,ρl

{bρl
([ξl+1]

1
ρl
, w) + f̃ρlρl+1

([ξl+1]
1
ρl+1

, w)ξl+1,ρl+1
}

+ ξl+1,ρl+1

{
− βρl+1

ξl+1,ρl+1
−

ρl∑
j=ρ

∂Wl

∂ξl+1,j

f̃jρl+1
([ξl+1]

1
ρl+1

, w)

}

=
∂Wl

∂[ξl+1]1ρ−1

[ξl+1]
2
ρ +

ρl−1∑
i=ρ

∂Wl

∂ξl+1,i
{fli([ξl+1]

1
ρl
, πl([ξl+1]

1
ρl
, w), w)

+ gli([ξl+1]
1
ρl
, πl([ξl+1]

1
ρl
, w), w)cl([ξl+1]

1
ρl
, w)}

+
∂Wl

∂ξl+1,ρl

bρl
([ξl+1]

1
ρl
, w)− βρl+1

· (ξl+1,ρl+1
)2 (5.47)

(5.44)が負定関数であるという仮定より，(5.47)も負定関数となる．したがって，

k = 2, . . . , ν − 1 に対して，Mk 上のダイナミクス (5.34)の平衡点 [ξk]
1
ρk

= 0 は

大域漸近安定である．<

この証明より，(5.32)の右辺第 2項がバックステッピング法と同様の効果を与え

ていることがよくわかる．多様体Mk を利用した (5.12)の座標変換は，バックス

テッピング法によって制御則の体系的な設計手順が与えられている pure-feedback

systemに対しても適用することができ，バックステッピング法の拡張となってい

る．また，(5.27)より，Mk 上のダイナミクス (5.34)に対する Lyapunov関数は

二次形式をもつことがわかる．

システム (5.10)に対して，以上で示された座標変換を繰り返すことによって，
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つぎの式で表されるシステムが得られる．

ξ̇ν1 = ξν2

. . .

ξ̇ν,ρ−1 = ξνρ

ξ̇νρ = fνρ(ξν , w) + gνρ(ξν , w)uν

. . .

ξ̇νn = fνn(ξν, w) + gνn(ξν , w)uν

(5.48)

状態フィードバック則が存在することを保証するために，以下の仮定をおく．

仮定 5.4 システム (5.48)中の係数 gνn(ξν, w) は非零である．

仮定 5.4のもとで，以下の状態フィードバック則が得られる．

uν =
bn − fνn(ξν, w)
gνn(ξν, w)

(5.49)

ここで，bn は新しい入力変数である．状態フィードバック則 (5.49)をシステム

(5.48)に適用することによって，以下の式で表されるシステムが得られる．

ξ̇ν1 = ξν2

. . .

ξ̇ν,ρ−1 = ξνρ

ξ̇νρ = fνρ(ξν , w) + λρ(ξν , w){bn − fνn(ξν , w)}

. . .

ξ̇ν,n−1 = fν,n−1(ξν , w) + λn−1(ξν , w){bn − fνn(ξν , w)}

ξ̇νn = bn

(5.50)

ここで，i = ρ, . . . , n− 1 に対して，

λi(ξν , w) =
gνi(ξν , w)

gνn(ξν , w)
(5.51)
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とおく．(5.33), (5.35), (5.36), (5.37)を考慮することによって，システム (5.50)を

以下のように書き直すことができる．

ξ̇ν1 = ξν2

. . .

ξ̇ν,ρ−1 = ξνρ

ξ̇νρ = a([ξν ]
1
ρ) +

n∑
j=ρ+1

f̃ρj([ξν ]
1
j , w)ξνj + λρ(ξν , w)bn

ξ̇ν,ρ+1 = bρ+1([ξν ]
1
ρ+1, w) +

n∑
j=ρ+2

f̃ρ+1,j([ξν ]
1
j , w)ξνj + λρ+1(ξν , w)bn

. . .

ξ̇ν,n−1 = bn−1([ξν ]
1
n−1, w) + f̃n−1,n([ξν ]

1
n, w)ξνn + λn−1(ξν , w)bn

ξ̇νn = bn

(5.52)

ここで，i = ρ, . . . , n− 1 に対して，

f̃in(ξν , w)ξνn = fνi(ξν , w)− λi(ξν , w)fνn(ξν, w)− fνi([ξν]1n−1, 0, w) (5.53)

とおく．このとき，システム (5.52)を大域漸近安定化できれば，プラント (5.1)

に対する大域漸近追従制御を実現することができる．しかしながら，ξνi (i =

ρ, . . . , n− 1)の動特性にも入力変数 bn が含まれることから，最後のステップにお

いては通常のバックステッピング法を適用することはできない．一方，補題 5.1

より，ξνn = 0のとき，すなわち，多様体Mν−1 上に制限すれば，システム (5.52)

は大域漸近安定となり，二次形式の Lyapunov関数 Wν−1([ξν ]
1
n−1) をもつ．

5.4 大域漸近追従制御の実現

システム (5.52)の大域漸近安定化について考える前に，つぎの補題を示す．こ

の補題は [46]中の証明と同様にして証明することができる．
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補題 5.2 以下の式によって表されるシステムについて考える．

ẋ = f(x,w) + g(x, z, w)z + p(x, z, w)u (5.54)

ż = u (5.55)

ẇ = s(w) (5.56)

ただし，x ∈ R
n, z ∈ R, w ∈ R

r, u ∈ R である．ここで，以下の条件が満たされ

ているものとする．

• ẋ = f(x,w) および ẇ = s(w) は x に関して大域漸近安定であり，以下の式

を満たす放射状に非有界な Lyapunov関数 W (x,w) をもつ．

W (0, w) = 0 (5.57)

W (x,w) > 0, (x �= 0) (5.58)

‖x‖ → ∞ ⇒ W (x,w) → ∞ (5.59)

∂W

∂x
f(x,w) +

∂W

∂w
s(w) < 0, (x �= 0) (5.60)∥∥∥∥∂W∂x

∥∥∥∥ ‖x‖ ≤ K(w)W (x,w), (∃K(w) > 0, for ‖x‖ ≥ ∃M > 0) (5.61)

• 関数 p(x, z, w) は x に関する linear growth conditionを満たす．すなわち，

以下の式を満たす関数 P0(z, w) ≥ 0 および P1(z, w) ≥ 0 が存在する．

‖p(x, z, w)‖ ≤ P0(z, w) + P1(z, w)‖x‖ (5.62)

• ẇ = s(w) の平衡点 w = 0 は大域安定である．

このとき，以下の可変ゲイン状態フィードバック則を用いることによって，(x, z)

は零に収束する．

u = −ϕ(x, z, w)z (5.63)

ここで，

ϕ(x, z, w) = k

√
1 +

‖g(x, z, w)‖2

1 + ‖x‖2
(5.64)

であり，k は任意の正の定数である．
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証明 表記の簡単化のために，ξ = col(x, z, w) および ξ0 = col(x0, z0, w0) =

col(x(0), z(0), w(0)) とおく．可変ゲイン状態フィードバック則 (5.63)をシステム

(5.54), (5.55), (5.56)に適用することによって，以下の式で表されるシステムが得

られる．

ẋ = f(x,w) + g(ξ)z − p(ξ)ϕ(ξ)z (5.65)

ż = −ϕ(ξ)z (5.66)

ẇ = s(w) (5.67)

ϕ(ξ) ≥ k であることより，以下の時間軸変換を構成することができる．

dt′ = ϕ(ξ)dt (5.68)

(5.68)より，つぎの式が成り立つ．

t′ =
∫ t

0

ϕ(ξ(σ))dσ (5.69)

(5.66)を積分することによって，以下の式が得られる．

z = z0e
−t′ (5.70)

よって，(5.66)は z に関して指数安定である．そこで，(5.66)に対するLyapunov

関数として以下の関数を考える．

U(z) =
1

2
z2 (5.71)

このとき，関数 U(z) の時間微分は以下の式で与えられる．

U̇ = −ϕ(ξ)z2 < 0, (z �= 0) (5.72)

(5.66)の指数安定性および (5.67)の安定性より，以下の条件を満たす関数Kmax(w0)

> 0, γ0(z0, w0) > 0, γ1(z0, w0) > 0 が存在する．

K(w) ≤ Kmax(w0) (5.73)

P0(z, w)|z| ≤ γ0(z0, w0)e
−t′ (5.74)

P1(z, w)|z| ≤ γ1(z0, w0)e
−t′ (5.75)

63



5. 拡張バックステッピングを用いる方法

つぎに，関数 W (x,w) について考えると，その時間微分は以下の式を満たす．

Ẇ =
∂W

∂x
{f(x,w) + g(ξ)z − p(ξ)ϕ(ξ)z}+ ∂W

∂w
s(w)

≤ ∂W

∂x
{g(ξ)− p(ξ)ϕ(ξ)}z

≤
∣∣∣∣∂W∂x {g(ξ)− p(ξ)ϕ(ξ)}z

∣∣∣∣
≤

∥∥∥∥∂W∂x
∥∥∥∥ {‖g(ξ)‖+ ‖p(ξ)‖ϕ(ξ)}|z|

≤
∥∥∥∥∂W∂x

∥∥∥∥ {√1 + ‖x‖2/k + ‖p(ξ)‖}ϕ(ξ)|z|

≤
∥∥∥∥∂W∂x

∥∥∥∥ {√1 + ‖x‖2/k + P0(z, w) + P1(z, w)‖x‖}ϕ(ξ)|z| (5.76)

(5.76)は，‖x‖ ≥ max(1,M) に対して以下の式を満たす．

Ẇ ≤ K(w)W (x,w)/‖x‖ {
√
1 + ‖x‖2/k + P0(z, w) + P1(z, w)‖x‖}ϕ(ξ)|z|

≤ K(w)W (x,w){
√
2/k + P0(z, w) + P1(z, w)}ϕ(ξ)|z|

≤ Kmax(w0)W (x,w){
√
2|z0|/k + γ0(z0, w0) + γ1(z0, w0)}e−t

′
ϕ(ξ)

≤ γ2(z0, w0)W (x,w)e−t
′
ϕ(ξ) (5.77)

ただし，

γ2(z0, w0) = Kmax(w0){
√
2|z0|/k + γ0(z0, w0) + γ1(z0, w0)} (5.78)

とおく．(5.77)を積分することによって，以下の関係が得られる．

W (x,w) ≤ exp{γ2(z0, w0)(1− e−t
′
)}W (x0, w0)

≤ exp(γ2(z0, w0))W (x0, w0) (5.79)

この不等式は，関数 W (x,w) が有界であることを表す．関数 W (x,w) は x に関

して放射状に非有界であることより，x の値も有界となる．

つぎの式で表される関数について考える．

Ψ(ξ) =

∫ ∞

t

[
∂W

∂x
{g(ξ)− p(ξ)ϕ(ξ)}z

]
ξ=ξ(τ)

dτ (5.80)
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(5.66)の指数安定性および x と w の有界性より，関数 Ψ(ξ) が存在することがい

える．実際に， ∣∣∣∣∂W∂x {g(ξ)− p(ξ)ϕ(ξ)}z
∣∣∣∣ ≤ γ3(ξ0)e

−t′ϕ(ξ) (5.81)

を満たす関数 γ3(ξ0) > 0 が存在することから，以下の式が得られる．

Ψ(ξ) ≤
∫ ∞

t

[
γ3(ξ0)e

−t′ϕ(ξ)
]
ξ=ξ(τ)

dτ = γ3(ξ0)e
−t′ (5.82)

ξ◦ を初期状態 ξ◦0 = ξ◦(0) に対するシステム (5.65), (5.66), (5.67)の軌道を表すも

のとする．(5.81)より，ある ε > 0 に対して，以下の式を満たす T が存在する．∫ ∞

T

∣∣∣∣∂W∂x {g(ξ)− p(ξ)ϕ(ξ)}z
∣∣∣∣ dt < ε

4
, (‖ξ0 − ξ◦0‖ < 1) (5.83)

また，初期条件に関する軌道の連続性より，以下の式を満たす 0 < δ ≤ 1 が存在

する．∫ T

0

∣∣∣∣∂W∂x {g(ξ)− p(ξ)ϕ(ξ)}z − ∂W (x◦, w◦)
∂x◦

{g(ξ◦)− p(ξ◦)ϕ(ξ◦)}z◦
∣∣∣∣dt

<
ε

2
, (‖ξ0 − ξ◦0‖ < δ) (5.84)

したがって，ある ε に対して，以下の式を満たす δ が存在する．∫ ∞

0

∣∣∣∣∂W∂x {g(ξ)− p(ξ)ϕ(ξ)}z − ∂W (x◦, w◦)
∂x◦

{g(ξ◦)− p(ξ◦)ϕ(ξ◦)}z◦
∣∣∣∣dt

< ε, (‖ξ0 − ξ◦0‖ < δ) (5.85)

(5.85)は，Ψ(ξ) が連続であることを意味する．

システム (5.65), (5.66), (5.67)に対する Lyapunov関数の候補として，

V (ξ) =W (x,w) + U(z) + Ψ(ξ) (5.86)

を考える． ∫ σ

t

Ẇ (ξ(τ))dτ =W (x(σ), w(σ))−W (x(t), w(t)) (5.87)
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を用いることによって，以下の関係を得ることができる．

W (x,w) + Ψ(ξ) = lim
σ→∞

{
W (x(σ), w(σ))

−
∫ σ

t

[
∂W

∂x
f(x,w) +

∂W

∂w
s(w)

]
ξ=ξ(τ)

dτ

}
(5.88)

この式は V (ξ) ≥ 0 であることを意味する．(5.86)および (5.88)より，V (ξ) = 0

ならば x = 0 かつ z = 0 となる．したがって，関数 V (ξ) は x および z に関し

て正定となる．

(5.88)の右辺を σ について微分することにより，以下の関係が得られる．

Ẇ − ∂W

∂x
f(x,w)− ∂W

∂w
s(w) =

∂W

∂x
{g(ξ)− p(ξ)ϕ(ξ)}z

≥ −
∥∥∥∥∂W∂x

∥∥∥∥ {√1 + ‖x‖2/k + P0(z, w) + P1(z, w)‖x‖}ϕ(ξ)|z|

≥ −
∥∥∥∥∂W∂x

∥∥∥∥ {(1 + ‖x‖)/k + P0(z, w) + P1(z, w)‖x‖}ϕ(ξ)|z|

= −
∥∥∥∥∂W∂x

∥∥∥∥ {(1/k + P0(z, w))(1− ‖x‖)

+ (2/k + P0(z, w) + P1(z, w))‖x‖}ϕ(ξ)|z|

≥ −
∥∥∥∥∂W∂x

∥∥∥∥ {(|z0|/k + γ0(z0, w0))(1− ‖x‖)

+ (2|z0|/k + γ0(z0, w0) + γ1(z0, w0))‖x‖}e−t
′
ϕ(ξ)

≥ −
{
(|z0|/k + γ0(z0, w0))

(
max
‖x‖≤1

∥∥∥∥∂W∂x
∥∥∥∥
)

+ (2|z0|/k + γ0(z0, w0) + γ1(z0, w0))

∥∥∥∥∂W∂x
∥∥∥∥ ‖x‖

}
e−t

′
ϕ(ξ) (5.89)

(5.89)は以下のように書き直すことができる．

Ẇ − ∂W

∂x
f(x,w)− ∂W

∂w
s(w)

≥


−{γ4(ξ0) + γ5(ξ0)W (x,w)}e−t′ϕ(ξ), (‖x‖ ≥M)

−{γ4(ξ0) + γ6(ξ0)}e−t
′
ϕ(ξ), (‖x‖ < M)

(5.90)
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ただし，

γ4(ξ0) = (|z0|/k + γ0(z0, w0))

(
max
‖x‖≤1

∥∥∥∥∂W∂x
∥∥∥∥
)

(5.91)

γ5(ξ0) = (2|z0|/k + γ0(z0, w0) + γ1(z0, w0))Kmax(w0) (5.92)

γ6(ξ0) = (2|z0|/k + γ0(z0, w0) + γ1(z0, w0))

(
sup

‖x‖<M

∥∥∥∥∂W∂x
∥∥∥∥ ‖x‖

)
(5.93)

とおく．(5.90)を積分することによって，‖x(τ)‖ ≥ M および 0 ≤ τ ≤ t に対

して，

W (x,w) ≥ exp{γ5(ξ0)(e
−t′ − 1)}W (x0, w0)

+ exp(γ5(ξ0)e
−t′)

∫ t

0

[(
− γ4(ξ0)e

−t′ϕ(ξ)

+
∂W

∂x
f(x,w) +

∂W

∂w
s(w)

)
exp(−γ5(ξ0)e

−t′)
]
ξ=ξ(τ)

dτ

≥ exp(−γ5(ξ0))W (x0, w0)− γ4(ξ0)

+

∫ t

0

[
∂W

∂x
f(x,w) +

∂W

∂w
s(w)

]
ξ=ξ(τ)

dτ (5.94)

となり，‖x(τ)‖ < M および 0 ≤ τ ≤ t に対して，

W (x,w) ≥ W (x0, w0) + {γ4(ξ0) + γ6(ξ0)}{e−t
′ − 1}

+

∫ t

0

[
∂W

∂x
f(x,w) +

∂W

∂w
s(w)

]
ξ=ξ(τ)

dτ

≥W (x0, w0)− γ4(ξ0)− γ6(ξ0) +

∫ t

0

[
∂W

∂x
f(x,w) +

∂W

∂w
s(w)

]
ξ=ξ(τ)

dτ (5.95)

となる．(5.94)および (5.95)より，以下の不等式が成り立つ．

W (x,w) ≥ exp(−γ5(ξ0))W (x0, w0)− γ4(ξ0)− γ6(ξ0)

+

∫ t

0

[
∂W

∂x
f(x,w) +

∂W

∂w
s(w)

]
ξ=ξ(τ)

dτ (5.96)

ゆえに，以下の式が得られる．

W (x0, w0) + Ψ(ξ0) ≥ exp(−γ5(ξ0))W (x0, w0)− γ4(ξ0)− γ6(ξ0) (5.97)
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この不等式は，‖x‖ が無限大に発散するときに W (x,w) + Ψ(ξ) も無限大に発散

することを表す．

また，(5.86)および (5.88)より，|z| が無限大に発散するときに関数 V (ξ) も無

限大に発散する．よって，関数 V (ξ) は x および z に関して放射状に非有界であ

る．(5.86)より，関数 V (ξ) の微分はつぎの式で与えられる．

V̇ =
∂W

∂x
f(x,w) +

∂W

∂w
s(w)− ϕ(ξ)z2 ≤ 0 (5.98)

したがって，システム (5.54), (5.55), (5.56)に対する (x, z) は，可変ゲイン状態

フィードバック則 (5.63)によって，零に収束する．<

ここで，システム (5.52)の大域漸近安定化を達成するために，以下の仮定を

おく．

仮定 5.5 i = ρ, . . . , n− 1 に対して，システム (5.52)の係数 λi(ξν , w) は [ξν ]
1
n−1

に関する linear growth conditionを満たす．

以上の準備のもとで，つぎの定理が成り立つ．

定理 5.1 仮定 5.1, 5.2, 5.3, 5.4, 5.5のもとで，以下の状態フィードバック則を

用いることによって，プラント (5.1)および外部システム (5.2)に対する大域漸近

追従制御が実現される．

u = c0(w) +
ν−1∑
k=1

ck([ξν ]
1
ρk
, w) +

bn − fνn(ξν, w)

gνn(ξν , w)
(5.99)

ここで，

bn = −βn(ξν, w)ξνn (5.100)

であり，任意の正の定数 kn に対して，

βn(ξν , w) = kn

√
1 +

∑n−1
j=ρ (f̃jn(ξν , w))

2

1 + ‖[ξν ]1n−1‖2
(5.101)

である．
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証明 補題 5.1より，

ξ̇ν1 = ξν2

. . .

ξ̇ν,ρ−1 = ξνρ

ξ̇νρ = a([ξν ]
1
ρ) +

n−1∑
j=ρ+1

f̃ρj([ξν ]
1
j , w)ξνj

ξ̇ν,ρ+1 = bρ+1([ξν ]
1
ρ+1, w) +

n−1∑
j=ρ+2

f̃ρ+1,j([ξν ]
1
j , w)ξνj

. . .

ξ̇ν,n−2 = bn−2([ξν ]
1
n−2, w) + f̃n−2,n−1([ξν ]

1
n−1, w)ξν,n−1

ξ̇ν,n−1 = bn−1([ξν ]
1
n−1, w)

(5.102)

は [ξν]
1
n−1 = 0 に大域漸近安定平衡点をもち，その Lyapunov関数はつぎの式で

与えられる．

Wν−1([ξν ]
1
n−1) = Wν−2([ξν ]

1
n−2) +

1

2
(ξν,n−1)

2

= ([ξν ]
1
ρ)
TP [ξν ]

1
ρ +

1

2

n−1∑
i=ρ+1

(ξνi)
2 (5.103)

よって，Lyapunov関数 (5.103)は (5.57), (5.58), (5.59), (5.60)の条件を満たす．

また，(5.103)は二次形式であることより，(5.61)の条件を満たす．したがって，

補題 5.2より，システム (5.52)に対して可変ゲイン状態フィードバック則 (5.100)

を適用することによって，ξν は零に収束する．これは，プラント (5.1)および外

部システム (5.2)に対する大域漸近追従制御が状態フィードバック則 (5.99)によっ

て実現されることを意味する．<
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5.5 数値例

ここでは，提案した手法を非線形非最小位相系に適用する．

以下の式で表されるシステムを考える．

ẋ1 = x1 − x2 + x1
2 + u

ẋ2 = 2x1 + x1
2 + u

y = x1

(5.104)

出力 y が恒等的に零となる場合を考えると，プラント (5.104)は以下のような不

安定な零ダイナミクスをもつ．

ẋ2 = x2 (5.105)

外部システムとしてつぎの安定な自律システムを考える．

ẇ1 = ωw2

ẇ2 = −ωw1

yd = w1

(5.106)

このとき，定数 U および初期条件

w1(0) = 0

w2(0) = U
(5.107)

に対して，外部システム (5.106)は以下の目標軌道を生成する．

yd(t) = U sinωt (5.108)

関数 π0(w) = (π01(w), π02(w))
T および c0(w) (π0(0) = 0, c0(0) = 0)を得るた

めに，つぎの偏微分方程式を解く必要がある．

π01(w)− π02(w) + (π01(w))
2 + c0(w) =

∂π01

∂w1
ωw2 −

∂π01

∂w2
ωw1

2π01(w) + (π01(w))
2 + c0(w) =

∂π02

∂w1
ωw2 −

∂π02

∂w2
ωw1

0 = π01(w)− w1

(5.109)
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その解は以下の式で与えられる．

π01(w) = w1

π02(w) =
−1 + ω2

1 + ω2
w1 −

2ω

1 + ω2
w2

(5.110)

c0(w) = −π01(w) + π02(w)− (π01(w))
2ωw2 (5.111)

変数変換

ξ11 = x1 − π01(w)

ξ12 = x2 − π02(w)
(5.112)

u1 = u− c0(w) (5.113)

を用いることによって，以下のシステムを得る．

ξ̇11 = ξ11 − ξ12 + (ξ11 + π01(w))
2 − (π01(w))

2 + u1

ξ̇12 = 2ξ11 + (ξ11 + π01(w))
2 − (π01(w))

2 + u1

(5.114)

関数 π12(ξ11, w) および c1(ξ11, w) は以下の偏微分方程式を解くことによって得

られる．

2ξ11 + (ξ11 + π01(w))
2 − (π01(w))

2 + c1(ξ11, w) =
∂π12

∂ξ11
(ξ11 − π12(ξ11, w)

+ (ξ11 + π01(w))
2 − (π01(w))

2 + c1(ξ11, w)) +
∂π12

∂w1
ωw2 −

∂π12

∂w2
ωw1 (5.115)

ξ11 − π12(ξ11, w) + (ξ11 + π01(w))
2 − (π01(w))

2 + c1(ξ11, w) = −α0ξ11 (5.116)

0 = π1(0, w) (5.117)

0 = c1(0, w) (5.118)

ここで，定数 α0 は正に選ぶ．その解は以下の式で与えられる．

π12(ξ11, w) =
−1 + α0

1 + α0

ξ11 (5.119)

c1(ξ11, w) = −ξ11 + π12(ξ11, w)− (ξ11 + π01(w))
2 + (π01(w))

2 − α0ξ11 (5.120)
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変数変換

ξ21 = ξ11

ξ22 = ξ12 − π12(ξ11, w)
(5.121)

u2 = u1 − c1(ξ11, w) (5.122)

を用いることによって，以下のシステムが得られる．

ξ̇21 = ξ21 − ξ22 − π12(ξ21, w) + (ξ21 + π01(w))
2 − (π01(w))

2

+ c1(ξ21, w) + u2

ξ̇22 =
−1 + α0

1 + α0
ξ22 +

2

1 + α0
u2

(5.123)

(5.123)の第 2式の u2 の係数は 2/(1 + α0) であり，非零である．

以下のフィードバック則を考える．

u2 =
b2 − (−1 + α0)/(1 + α0)ξ22

2/(1 + α0)
(5.124)

ここで，b2 は新しい入力変数である．このフィードバック則を用いることによっ

て，以下のシステムが得られる．

ξ̇21 = −α0ξ21 + f̃12(ξ2, w)ξ22 + λ1(ξ2, w)b2

ξ̇22 = b2
(5.125)

ただし，

λ1(ξ2, w) =
1 + α0

2
(5.126)

f̃12(ξ2, w) = −1− λ1(ξ2, w)
−1 + α0

1 + α0
(5.127)

とおく．

プラント (5.104)および外部システム (5.106)に対する大域漸近追従制御は以下

の状態フィードバック則を用いることによって達成される．

u = c0(w) + c1([ξ2]
1
2, w) +

b2 − (−1 + α0)(1 + α0)ξ22
2/(1 + α0)

(5.128)
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5.5. 数値例

ここで，

b2 = −β2(ξ2, w)ξ22 (5.129)

であり，正の定数 k2 に対して，

β2(ξ2, w) = k2

√
1 +

(f̃12(ξ2, w))2

1 + ξ21
2 (5.130)

である．

シミュレーションに用いたパラメータを表 2に示す．図 11, 12, 13にシミュレー

表 2 Simulation parameter

ω = π/4

U = 1

α0 = 1

k2 = 0.316228

x(0) = (0, 0)T

w(0) = (0, U)T

ション結果を示す．図 11は追従誤差，図 12は各状態の挙動，図 13は対応する

制御入力を示す．これらの結果より，良好な追従特性が達成されている．
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5. 拡張バックステッピングを用いる方法
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5.6. まとめ
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5.6 まとめ

本章では，非線形最小位相系とは限らない一入力一出力非線形システムに対す

る大域出力レギュレーションを実現する手法を提案した．まず，プラントの状態

を追従誤差が零となる零誤差多様体に収束させる不変多様体を構成するために

バックステッピング法の拡張となる手法を提案した．この手法によって得られる

複数の不変多様体を用いた座標変換によってプラントを変換し，最終的に得られ

るシステムに対して，linear growth conditionのもとで可変ゲイン状態フィード

バック則を適用することによって，大域出力レギュレーションを実現した．また，

提案手法が非線形非最小位相系の出力レギュレーションに対して有効であること

を数値例を用いて示した．今後の課題としては，提案手法をエラーフィードバッ

クの場合に拡張することが考えられる．また，本手法においては，レギュレータ

方程式などの偏微分方程式を解く必要があるが，一般的に，その解析解を求める

ことは困難である．このような偏微分方程式の解法に対して，偏微分方程式の解
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5. 拡張バックステッピングを用いる方法

を Taylor展開し，低次の項から代数的に求めていくことが考えられる．Huang

and Rugh [20]は，レギュレータ方程式に対する k 次近似解の存在する条件を示

し，近似解を用いた場合の制御性能について言及した，しかしながら，このよう

なTaylor級数展開を用いた手法では，動作点の近傍でしかその近似の妥当性がい

えないという問題が生じる．この問題点に対して，Wang, Huang and Yau [44]は

ニューラルネットワークを用いた解法を，横道，島 [48]はRBFネットワークを

用いた解法を提案している．本章で提案した手法においても，偏微分方程式の解

析解が求まれば大域的な性質は保たれるが，近似解しか用いることができなけれ

ば制御可能領域が制限されてしまう．今後，レギュレータ方程式などの偏微分方

程式に対するよりよい近似解法が提案されれば，近似解しか用いることができな

い場合においても，制御可能領域を拡大することができる．
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6. 結論

本論文では，非線形非最小位相系の出力レギュレーション問題について考えた．

この問題に対して，プラントを特異摂動系に変換する手法と拡張バックステッピ

ング法を用いる手法の二つの手法を提案した．これらの手法は，ある多様体上に

制約されたダイナミクスを考えることによって出力レギュレーションを実現する

ものである．

まず，相対次数が定義できない点が存在する多入力多出力非線形システムに対

する出力レギュレーション問題について考察した．この問題を解くために，時間

軸変換および座標変換を用いてプラントを形式的に特異摂動系の形に変換し，特

異摂動系の速い動特性を安定化する制御則と，速い動特性が安定になったときに

できる不変多様体上でプラントの出力が外部システムによって生成される目標軌

道に漸近するような制御則を構成した．この手法が近似入出力線形化法などの従

来法と比べて優れていることを平衡点において相対次数が定義できない ball and

plate systemを用いて示した．

つぎに，非線形最小位相系とは限らない一入力一出力非線形システムの大域出

力レギュレーション問題について考えた．まず，プラントの状態を追従誤差が零

となる零誤差多様体に収束させる不変多様体を構成するためにバックステッピン

グ法の拡張となる手法を提案した．この手法によって得られる複数の不変多様体

を用いた座標変換によってプラントを変換し，最終的に得られるシステムに対し

て，linear growth conditionのもとで可変ゲイン状態フィードバック則を適用す

ることによって，大域出力レギュレーションが実現できることを示した．また，

提案手法が非線形非最小位相系の出力レギュレーションに対して有効であること

を数値例を用いて示した．

本論文で提案した二つの手法を比較すると，4章で提案した特異摂動系に変換

する方法は相対次数が定義できない点をもつ多入力多出力非線形システムに対し

て適用でき，5章で提案した拡張バックステッピングを用いる方法は，一入力一出

力システムであるが，非線形最小位相系だけでなく非線形非最小位相系あるいは

相対次数が定義できないシステムに対しても適用することができる．また，その

制御則は，特異摂動系に変換する方法では，peaking現象のために局所的なもの
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6. 結論

となる場合があるが，拡張バックステッピングを用いる方法では，大域的なもの

として得られる．しかしながら，拡張バックステッピングを用いる方法では，解

くべき多様体に関する偏微分方程式が多くなってしまうという問題点がある．一

方，特異摂動系に変換する方法では，ε-修正法を用いることによって，近似的に

偏微分方程式を解く方法を示しており，また，外部システムの状態を目標値の有

限回の微分値で置き換えられる．このように，どちらの方法にも一長一短がある．

提案した二つの手法においては，プラントの状態および外部システムの状態の

すべての情報を利用できるものとして，状態フィードバック則を適用することを

考えたが，状態の一部しか観測できない出力フィードバックの場合や，追従誤差

の情報しか利用できないエラーフィードバックの場合を考えることが今後の課題

である．また，モデル化誤差などの外部システムからの影響以外の不確かさをも

つ場合の出力レギュレーション問題も重要な課題である．最後に，参考文献に出

力レギュレーションに関する文献を載せておく．また，一般的なバックステッピ

ング法については，[30, 32]に詳しく述べられている．
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付録

A. 中心多様体定理

以下の式で表される n 次元非線形システムを考える．

ẋ = f(x) (A.1)

ここで，f(x) は R
n の開部分集合 U 上で定義される Cr 級関数 (r ≥ 2)であり，

このシステムは原点 x = 0 に平衡点をもつとする．原点 x = 0 が平衡点である

ことより，システム (A.1)を以下のように書き直すことができる．

ẋ = Ax+ f̃(x) (A.2)

ただし，

A =

[
∂f

∂x

]
x=0

(A.3)

f̃(x) = f(x)− Ax (A.4)

である．また，f̃(x) は以下の式を満たす Cr 級関数である．

f̃(0) = 0,
∂f̃

∂x
(0) = 0 (A.5)

線形近似系の安定性の原理としてよく知られるように，システム (A.1)の原点

の局所安定性について以下のようにいえる．

• A のすべての固有値が負の実部をもつならば，原点はシステム (A.1)の漸

近安定平衡点である．

• A の固有値に実部が正のものが一つでもあるならば，原点はシステム (A.1)

の不安定平衡点である．

以上では，A の固有値に実部が零のものがあるときのシステム (A.1)の局所安

定性については何も言及されておらず，原点の局所安定性の解析を完全にはあつ

かっていない．行列 A が固有値に実部が零のものをもつ場合のシステムの安定
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性問題は漸近解析の臨界問題と呼ばれる．この臨界問題の解析には以下で述べる

中心多様体定理を用いることが有効である．

ここで，行列 A は，実部が零の固有値を nc(≥ 1) 個，実部が負の固有値を ns

個，実部が正の固有値を nu 個もつと仮定する (n = nc+ ns+ nu)．このとき，線

形写像 A の定義域は，次元がそれぞれ nc, ns, nu である三つの不変部分空間 E c,
Es, Eu の直和に分解される．ただし，不変部分空間 E c, Es, Eu に対して，行列 A

の E c による制限 A|Ec の固有値はすべて実部が零であり，A|Es の固有値はすべ

て実部が負であり，A|Eu の固有値はすべて実部が正である．線形写像 A を非線

形写像 f : x ∈ U → f(x) ∈ R
n の x = 0 における微分表現とみなせば，その定義

域は原点 x = 0 における U への接空間 T0U であり，部分空間 E c, Es, Eu は

T0U = E c ⊕ Es ⊕ Eu (A.6)

を満たす T0U の部分空間とみなされる．

定義 A.1 (不変多様体) 開部分集合 U の Cr 級部分多様体 S 上の任意の点 x0

に対して，x(0) = x0 を満たすシステム (A.1)の軌道 x(t) がすべての t ∈ (t1, t2)

に対して，x(t) ∈ S となる t1 < 0 < t2 が存在すれば，S はシステム (A.1)に対

して局所的に不変であるといい，S をシステム (A.1)に対する (局所)不変多様体

という．

定義 A.2 (中心多様体) 原点 x = 0 をシステム (A.1)の平衡点とする．原点を

含む多様体 S が局所的に不変であり，原点における S への接空間が厳密に不変
部分空間 E c であるならば，S を原点におけるシステム (A.1)に対する中心多様

体という．

以下では，原点 x = 0 が安定平衡点となり得る場合について考察するために，

行列 A が正の実部の固有値をもたない場合を考える．すなわち，A は，実部が零

の固有値を nc(≥ 1) 個，実部が負の固有値を ns 個もつと仮定する (n = nc+ns)．

このとき，以下のように A をブロック対角行列に変換する相似変換 T を求める
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ことができる．

TAT−1 =

(
A1 0

0 A2

)
(A.7)

ここで，A1 はすべての固有値が負の実部をもつ ns 次元行列であり，A2 はすべ

ての固有値が零の実部をもつ nc 次元行列である．すなわち，

Re[λi(A1)] < 0, (i = 1, . . . , ns)

Re[λi(A2)] = 0, (i = 1, . . . , nc; nc ≥ 1)
(A.8)

を満たす．座標変換 (
y

z

)
= Tx (A.9)

を考えると，システム (A.1)を以下のように変換することができる．

ẏ = A1y + g1(y, z)

ż = A2z + g2(y, z)
(A.10)

ここで，gi(y, z) (i = 1, 2) は以下の式を満たす Cr 級関数である．

gi(0, 0) = 0,
∂gi
∂y

(0, 0) = 0,
∂gi
∂z

(0, 0) = 0, (i = 1, 2) (A.11)

システム (A.10)に対する中心多様体の存在について以下の定理が成り立つ．

定理 A.1 (中心多様体の存在定理) gi(y, z) (i = 1, 2) が (A.11)を満たす Cr 級

関数であり，Ai (i = 1, 2) が (A.8)を満たすならば，

S = {(y, z) ∈ R
ns × V : y = π(z)} (A.12)

がシステム (A.10)に対する中心多様体となるような z = 0 の近傍 V ⊂ R
nc
およ

び Cr−1 級写像 π : V → R
ns が存在する． �

中心多様体の定義より，システム (A.10)に対する中心多様体 S は (y, z) = (0, 0)

を含み，y 座標が零である点の部分集合と接する．よって，写像 π は以下の式を

満たす．

π(0) = 0,
∂π

∂z
(0) = 0 (A.13)
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また，多様体 S はシステム (A.10)に対して局所的に不変であることから，初期

状態 (y(0), z(0)) が S 上にあるならば，その軌道 (y(t), z(t)) は t ≥ 0 に対して

S 上に存在する．すなわち，y(t) = π(z(t)) となる．これを時間に関して微分す

ることによって以下の関係が得られる．

dy

dt
= A1π(z(t)) + g1(π(z(t)), z(t))

=
∂π

∂z

dz

dt
=
∂π

∂z
(A2z(t) + g2(π(z(t)), z(t))) (A.14)

S に含まれるシステム (A.10)の任意の軌道に対して (A.14)が成り立つ必要があ

ることより，写像 π は以下の偏微分方程式を満たす必要がある．

∂π

∂z
(A2z + g2(π(z), z)) = A1π(z) + g1(π(z), z) (A.15)

定理 A.1では，システム (A.10)に対する中心多様体の存在について述べてい

るが，その一意性については何も述べていない．実際に，中心多様体は局所一意

性をもたない．また，一般的に，システム (A.10)に対して gi(y, z) (i = 1, 2) が

解析的であっても，任意の k ≥ 1 について Ck 級中心多様体は存在するが，C∞

級中心多様体は必ずしも存在しない．

まず，システム (A.1)が非線形項をもたない場合について考える．このとき，n

次元ベクトル (y, z) ∈ Es×E c のうち，y 成分は指数的に零に収束し，(y, z)は E c

上に漸近する．E c はシステム (A.1)によって定義される流れのもとで不変である

ことより，システム (A.1)の漸近挙動は E c 上の漸近挙動によって決定される．非
線形項が存在する場合においても，原点近傍の解を考える限り，y 成分が中心多

様体 S に収束することがいえる．

補題 A.1 y = π(z) を (y, z) = (0, 0) におけるシステム (A.10)に対する中心多

様体であると仮定する．また，(y(t), z(t)) をシステム (A.10)の解とする．このと

き，(y(0), z(0)) ∈ U0 であるならば，すべての t ≥ 0 に対して (y(t), z(t)) ∈ U0 の

ときに，

‖y(t)− π(z(t))‖ ≤Me−Kt‖y(0)− π(z(0))‖ (A.16)

となるような (y, z) = (0, 0)の近傍 U0 および実数M > 0, K > 0が存在する．�
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補題 A.1は，(y, z) = (0, 0)に十分近い点から出発するシステム (A.10)の任意の

軌道が指数的に中心多様体に漸近することを表す．特に，(y0, z0)が (y, z) = (0, 0)

に十分近いシステム (A.10)の平衡点であるならば，この平衡点は (y, z) = (0, 0)

を含むシステム (A.10)に対する任意の中心多様体に含まれる必要がある．実際に，

y(t) = y0, z(t) = z0, (t ≥ 0) (A.17)

は (y(t), z(t)) = (y0, z0)を満たすシステム (A.10)の解であり，これは，y0 = π(z0)

のときにのみ補題 A.1によって与えられる結果と一致する．同様に，Γが (y, z) =

(0, 0) の十分小さな近傍に含まれるシステム (A.10)の周期的な軌道であるとする

と，Γ は (y, z) = (0, 0) におけるシステム (A.10)に対する任意の中心多様体上に

存在する．したがって，中心多様体の非一意性にもかかわらず，任意の中心多様

体に常に含まれる点が存在する．

(y(0), z(0)) が S 上の任意の初期状態であるならば，定義より t = 0 の近くの

t に対して，y(t) = π(z(t)) となる．ゆえに，S 上の点 y0 = π(z0) から出発する

システム (A.10)の任意の軌道は以下の形式で記述される．

y(t) = π(ζ(t)), z(t) = ζ(t) (A.18)

ここで，ζ(t) は，ζ(0) = z0 を初期状態とする以下の微分方程式の解である．

ζ̇ = A2ζ + g2(π(ζ), ζ) (A.19)

(A.19)は S 上におけるシステム (A.10)の挙動を表す．以下の定理は，システム

(A.10)の (y, z) = (0, 0) の近傍における漸近特性の解析に対する中心多様体の役

割について述べる．

定理 A.2 (縮約原理) 定理 A.1の仮定のもとで，z = 0 がシステム (A.19)の安

定 (漸近安定，不安定)平衡点であるならば，(y, z) = (0, 0) はシステム (A.10)の

安定 (漸近安定，不安定)平衡点である． �

定理 A.2は，n 次元システムの安定性解析をより低次元の nc 次元システムの

安定性解析に帰着できることを意味する．すなわち，十分小さな初期状態に対す
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るシステム (A.10)の漸近挙動はシステム (A.19)の漸近挙動によって決定される．

しかし，実際にこの定理を適用するには，π(z) に関して偏微分方程式 (A.15)を

(A.13)の境界条件とともに解く必要があり，これは一般的に困難である．しかし

ながら，(A.15)の解 y = π(z) を任意の精度に近似し，得られた近似解を (A.19)

に用いることができる．このようにして，(A.19)の平衡点 ζ = 0 の漸近特性を決

定することができる．つぎの定理は中心多様体 y = π(z) を z のTaylor展開とし

て任意の精度に近似できることを示す．

定理 A.3 1 < k < r に対して，y = πk(z) を以下の関数を満たす k 次多項式で

あるとする．

πk(0) = 0,
∂πk
∂z

(0) = 0 (A.20)

また，以下の関係が満たされていると仮定する．

∂πk
∂z

(A2z + g2(πk(z), z))A1πk(z) + g1(πk(z), z) = Rk(z) (A.21)

ここで，Rk(z) は k 次以下のすべての偏導関数とともに z = 0 で零となる関数で

ある．このとき，(A.15)の任意の解 π(z) に対して，偏差

Dk(z) = π(z)− πk(z) (A.22)

は k 次以下のすべての偏導関数とともに z = 0 で零となる． �
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