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ハミルトン・ヤコピ方程式を用いた

非線形制御系における特異性について＊

今福啓

内容梗概

本論文では、特異性をもつ非線形系にたいして、ハミルトン・ヤコピ偏微分方

程式の解を必要とする制御系を構成するという問題を考える。本論文で扱う間邁

は、ハミルトニアンを入力にかんして最小化することができない場合と、そして

ハミルトニアンを最小化することはできるが、その解がなめらかなものとはなら

ないという2つの異なる問題である。そこで、これらの問題が可解となるための

条件を導き、後者についてはハミルトン・ヤコピ偏微分方程式の数値解を求める

方法お‾よび制御系を構成する方法について提案する。

非線形系において、外乱入力が評価出力に与える影響を決められた値よりも小

さくするという問題は、非線形ガ∞制御問題とよばれる。通常、この方∞制御問

題では、外乱入力から評価出力ヘの直達項と、制御入力から観測出力ヘの直達項

が列フルランクであるという仮定を満たす標準問題が考えられており、問題が可

解となるための十分条件が導かれている。この仮定を満たさない場合には、ハミ

ルトニアンを入力にかんして最小化することができない。本論文ではこの仮定を

満たさない特異制御問題において、問題が可解となるための十分条件を導く。こ

の間題は、非標準問題とよばれる。

次に、ノンホロノミツクシステムとよばれる非線形特異系にたいして、非線形

最適レギュレータを構成することを考える。ノンホロノミックシステムにおいて

は、Brokettの定理（19錯）により「系を漸近安定とするような、なめらかでかつ

・奈良先端科学技術大学院大学情報科学研究科情報システム学専攻博士論文，NヰIST－IS－
DT97飢202，1999年2月8日．
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時不変の状態フィードバック則は存在しない」ということが知られており、最適

レギュレータを構成する際に必要なハミルトン・ヤコピ偏微分方程式のなめらか

な解（Cl級の解）が存在しない。本論文では、偏微分方程式の解の概念を拡張し、

粘性解という微分不可能となる点が含まれることを許す、偏微分方程式の大域的

に唯一の解を求め、最適レギュレータを構成する。ノンホロノミックシステムの

ひとつとして三輪移動体をとりあげ、動的計画法を用いて粘性解を計算する方法

について提案する。また、動的計画法における最適解の探索を高速化するために、

ランダム探索を用いた方法についても提案する。そして、得られた粘性解を用い

て最適制御則を構成するが、その際に微分不可能点を考慮して粘性解をスプライ

ン関数で近似し、最適制御則がBrokettの定理の条件を満たさない不連続フィー

ドバックとなるための方法を提案する。

また、この方法を応用し、三輪移動体が障害物をひとつの最適制御則で回避す

る．ような最適制御則を構成するための、ハミルトン・ヤコピ方程式の粘性解を求

める方法を提案する。さらに、外乱入力のある三輪移動体を考え、このシステム

にたいして非線形私牒御系を構成するために必要となるハミルトン・ヤコビ・

アイザックス方程式の粘性解を求める方法も提案する。

最後に、三輪移動体に対して、本論文で提案したハミルトン・ヤコピ偏微分方

程式の粘性解の計算法と、粘性解を用いて最適制御則を構成した場合の制御性能

をシミュレーションにより評価し、その有効性を確認する。

キーワード

非線形制御，茸∞制御問題，非標準問題，ノンホロノミックシステム，fhmilton－

Jacobi偏微分方程式，粘性解
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1．　はじめに

非線形系を漸近安定化するためのひとつの手法として、非線形最適制御問題を

考え、非線形最適レギュレータを構成するという手法がある。また、タ帽Lの影響

をうける非線形系にたいする．外乱抑圧問題として、非線形‰制御問題が知ら

れている。あらかじめ知ることのできない外乱の影響があっても、系を漸近安定

とするような制御系を設計するという問題はロバスト制御問題とよばれ、さまざ

まなロバスト制御問題を∬∞制御問題に変換して、統一して解くことができる○

非線形最適制御問題が与えられた評価関数を入力にかんして最小化するという問

題に帰着されるのにたいし、非線形‰制御問題では評価関数を入力にかんし

ては最小化し、外乱にかんしては最大化するような問題に帰着される。どちらも

Ha血1t。n＿Ja。。bi偏微分方程式の正走解を用いて制御別の計算をおこなうことか

ら、類似した問題となっている。

本論文では、非線形系における制御系の構成に11amilton－Jacobi偏微分方程式

の解を必要とする制御系における、2つの特異性について考える。まず最初に、

Hamilt。nianを入力にかんして最小化できないという特異制御問題を考える。次

に、Hami1tonianを入力にかんして最小化することはできるが、その解がなめら

かなものとはならない特異システムについて考える。一

方∞制御問題は、状態フィードバックによる制御別を構成する場合には外乱か

ら評価出力までの直達項がフルランクであるという条件を満たす必要がある0そ

して出力フィードバックによる制御則を構成する場合には、状態フィードバック

において満たすべき条件にくわえ、外乱入力から観測出力までの直遠項がフルラ

ンクであるという条件も満たす必要がある。これらの仮定を満たす問題は標準問

題とよばれ、Hami1tonianの鞍点が存在することから、Hami1tonianを外乱にか

んして最大化、入力にかんして最小化するような鞍点を用いて問題が可解となる

ための十分条件が導かれている。標準問題の可解条件について扱っている文献は

数多くあるが、代表的なものとして状態フィードバックによるものは文献【1ト出

力フィードバックによるものは文献【2】がある。本論文では、標準問題において満

たすべき2つの仮定を満たしていないことから、Hamiltonianを入力にかんして

最小化する鞍点が存在しない、非標準問題とよばれる特異制御問題を考え、．ガ∞
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制御問題が可解となるための十分条件を導く。

次に、ノンホロノミックシステムという、系の拘束式に位置だけではなく、速度

や加速度がふくまれるものをもつ系を漸近安定とするために、最適レギュレータ

を構成することを考える。このシステムは、Brokettの定理【14】により「なめらか

で時不変な状態フィードバック則が存在しない」ということが証明されている。つ

まり、最適レギュレータを構成する際に必要なHamilton－Jacobi偏微分方程式が、

なめらかな解をもたない特異システムである。そこで、ここではHamilton－Jacobi

偏微分方程式の解として、微分不可能点を含むことを許す、大域的に唯一である

粘性解を求めることを考える。粘性解を用いて最適レギュレータを構成すること

で、入力が粘性解の微分不可能点において不連続となることから、Brokettの定

理における条件を満たさない不連続な状態フィードバック則が実現できるb本論

文では、ノンホロノミックシステムのひとつとして三輪移動体をとりあげ、最適

レギュレータを構成する際に必要なHamilton－Jacobi偏微分方程式の粘性解を、

動的計画法により計算する手法について提案する。また、■この手法において、最

適な入力を探索する際にランダム探索を用いることで、計算速度を高速化する手

法についても提案する。

得られた粘性解を用いて最適制御則を計算する際には、粘性解に微分不可能点

があることを考慮する必要があるムそこで、まず最初に一般的な手法として、、粘

性解の偏微分値を一次近似により計算する手法について提案する。次に、粘性解

をなめらかに補間するために、スプライン関数を用いた補間をおこない、それを

微分することで偏微分値の計算をすることを考える。スプライン関数は点と点の

間をなめらかに補間する関数であるから、ここでは粘性解の微分不可能点を考慮

して、微分不可能点をなめらかに補間しないようにスプライン関数を構成するこ

とで粘性解の偏微分値を計算し、最適制御則を決定する手法について提案する。

Brokettの定理における条件を満たさない、不連続フィードバック則を構成す

ることについて述べている文献には【1糾191［20】などがあるが、これらはすべて系

をチェインド・フォームとよばれる正準系に変換したものにたいして制御則を構

成しており、元の系で考える領域のうち不連続フィードバック則をもちいなけれ

ば漸近安定にはできない領域を除いて制御則を構成している。それに対し、本論
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文では系をチェインド・フォームに変換することなく、しかも評価関数を最小と

する最適な不連続フィードバック則を計算しているという点が、これらの文献と

の大きな違いとなっている。

三輪移動体が移動できる範囲内に障害物がある場合にも、障害物がない場合

と等しいひとつの制御則で障害物を回避するということも、最適レギュレータ

を構成することで可能となる。これは、最適レギュレータを構成する際に必要な

Hamilt。n＿Jacobi偏微分方程式の粘性解が、三輪移動体が障害物の中に入らない

ように得られるからである。このような粘性解を求めるには、三輪移動体が障害

物に衝突するかどうかの判定が必要である。そこで、障害物として矩形の物体を

考え、三輪移動体が障害物に衝突するかどうかを厳密に計算する方法と、障害物

に衝突するのを回避する粘性解を求める手法を提案する。

ノンホロノミックシステムにたいしてガ∞制御系を構成するという問題として、

三輪移動体の左右の後輪の大きさが異なるという場合を考え、車輪の大きさの誤

差により生じる外乱の影響を抑えることを考える。このときに必要なHamilton－

Jac。bi＿Isaa。S偏微分方程式の粘性解を求めるため、動的計画法により得られる最

適入力と、Hamilton－JaにObi－Isaacs偏微分方程式を解析的に求めた最適入力の式

が一致することを用いて計算するという手法を捷案する。

最後に、提案する手法を用いたシミュレーションをおこない、それぞれの手法

の特徴および制御性能について検討し、その有効性を確認する0

3



2．非線形最適制御問題と非線形非標準ガ∞制御問題

非線形系において、決められた評価関数を最小にし、かつ閉ループ系を漸近安

定とするような制御則を構成するという問題が、非線形最適制御問題で・ある。本

章では、まずHamilton－Jacobi方程式の解を求めることで、最適制御則が計算で

きることを示す。

また、外乱が評価出力に与える影響を決められた値よりも小さく抑えるという、

非線形ガ00制御問題についても考える。標準問題では、外乱入力から評価出力へ

の直達項と、制御入力から観測出力ヘの直達項が列フルランクであるという条件

を満たしている必要があるが、本節で考える非標準問題ではこれを満たす必要は

なく、より厳しい条件のもとで問題が可解となるための条件を求める。

2．1　非線形最適制御問題

次のような非線形系を考える。

£＝J（∬）＋タ（ご）剋　　　　　　　　　　（1）

∬∈見れは状態、W∈月れは入力である。また、平衡点昔＝＝0においてJ（0）＝0が

成り立つとする。

式（1）であらわされるシステムにおいて、次の評価関数を最小にすることを考

J＝∫（㌔も＋J㌦）dt

ここで、Ⅴ（£（to））を次のように定義する。

Ⅴ（項0））＝増nJ

V（ご）＞0，Ⅴ（0）＝0

このとき、式（3）を変形すると

Ⅴ仙））＝増n∫（㌫・品碑

＝聖n〈£1（み描凪げ（㌫＋瑚電）

4
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＝増nげ（㌔…瑚けⅤ（姉））〉　　（5）
となる。ただし、t。＜flである。ここで、もしⅤ（項））が微分可能であるならば、

Ⅴ（諾（t。））を右辺に移行して両辺を土1－foで割り、‡1→foとすることによって

厘n（れ抗佃句＝0　　　　　（6）

が得られる。左辺の括弧内をガ（∬，∂Ⅴ／ぬ，≠）とおいて式（1）を代入すると

恥芸，髄）＝芸（仲）・勅）＋㌔宣＋定㌦　（7）

となる。よって、式（2）であらわされる評価関数を最小とするような入力抑ま、

∬を≠にかんして偏微分して得られた

芸＝タr芸ア・2Ⅶ
において、右辺を0とおいて現にかんして整理することによって

㌦＝一芸タr芸r

（8）

（9）

のように求めることができる。これを式（7）に代入することによって、次の

Hamilton－Jacobi方程式

坤，芸）＝芸卜三笠タタア芸丁再丁才＝0　（10）

が毎られる。よって、もし式（10）のHamilton－Jacobi偏微分方程式の解Ⅴ（∬）が

存在すれば、式（9）の最適制御則を求めることができる0また、もし式（10）の解

が存在するならば、式（6）よりご≠0において

Ⅴ＝一ごr£－≠ア髄＜0 （11）

となり、Ⅴ（∬）がリアプノフ関数となることから、閉ループ系が漸近安定となる

ことがわかる。

以上をまとめると、非線形最適制御にかんする次の定理が得られる。

定理1式（1）であらわされるシステムにおいて、式（10）（4）を満たすような

Ⅴ（∬）∈Clが存在するならば、式（9）であらわされる制御別によって式（2）を最

小とし、かつ閉ループ系を漸近安定とすることができる。■

5



2．2　状態フィードバックによる非線形非標準ガ∞制御問題

次のような、外乱の影響がある非線形系を考える。

立＝J（諾）＋飢（∬）w＋タ2（∬）祝　　　　　　　　（12）

∬∈月れは状態、≠∈月mは制御入力、W∈月♪は外乱入力である。また、平衡点

ェ＝0においてJ（0）＝0が成り立つとする。

ここで、次の評価出力にたいして、外乱の影響を抑えつつ、かつ閉ループ系を

漸近安定とするような制御入力を求めたい。

z＝ん1（∬）十jll（∬）w＋J12（ェ）髄　　　　　　　（13）

ただし、九1（0）＝0である。この外乱抑圧問題は、次の月00制御問題さ具体的に

定義される。

月ふ制御問題式（12）であらわされるシステムにおいて、初期時刻に可0）＝0で

あるときに、外乱wから式（13）であらわされる評価出力zまでの上2ゲイ

ンを7以下にする、すなわち

w∈エ…諾㌔、｛叫羞諾≦72　　（14）

を満たし、かつ閉ループ系を漸近安定とするような制御入力髄を求める。■

本節においては、すべての状態∬が観測できるものとする。全状態を観測できな

いような場合については、次節において述べる。

式（14）が成り立つための必要十分条件は

Ⅴ（姉））－Ⅴ（珊）≦上tユ（72wrw一之γz）戯

Ⅴ（£）≧0，Ⅴ（0）＝0

（15）

（16）

を満たすようなⅤ（∬）が存在することであるt糾そこで、Ⅴ（ェ）∈Clであるなら

ば、式（15）の両辺はfにかんして微分することができるので

Ⅴ（∬ト72wrw＋zrヱ≦0

6
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と書くことができる。これに式（12）（13）を代入し、左辺を叫∬，∂り∂ガ，叫礼）と

坤意御）＝芸（′・脚サ料卜頼ん
＋（ん1＋九脚＋j12げ（九1＋九仰＋j12髄）≦0

が得られる。ここで、式（18）が

恥芸，W，髄・）≦∬・（∬，芸）≦恥芸，巾）
となるような唯一の鞍点w＝ひ－，粧＝㌦をもつとする。ただし

坤，芸）＝恥芸，WV）

（18）

＝！一－

である。このとき、もし式（16）を満たすようなHamilton－Jacobi－Isa胱S不等式

鞠芸）≦0　　　　（20）

の解Ⅴ（ご）が存在するならば、制御則髄＝㌦によって、あらゆる外乱ひにたいし

て式（17）がなりたち、Wからzまでのエ2ゲインを7以下にすることができる0

鞍点w＝W＊，≠＝㌦が存在するためには、次の仮定がなりたつことが必要で

ある。

仮定1月1（£）＝72J一斑jllは正走である0■

仮定2すべてのごについて、ム2（∬）は

rank力．2（∬）＝曾，q≦m

を満たし、ム2（∬）の行ベクトルが張る空間に大域的な基底が存在する0■

（21）

通常、標準∬∞問題においては、式（21）のかわりに次のより厳しい条件がもち

いられる。

rankム2（∬）＝m

この条件を緩和したものが、本節で考える非標準ガ∞問題である。

7
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仮定2がなりたつとき、グラム・シュミットの直交化法によって、元（£）の行

ベクトル空間を張る正規直交基底

Jl（ェ）

∑1（∬）＝

J9（∬）

宛（∬）＝仇（諾）∑1（訂）

を用いて

（2封

（2射

と分解できる。ここで、仇（〇）は列フルランク、∑1（可は行フルランクであり

∑1（∬）∑ぎ（ご）＝ち　　　　　　　　　（加）

となる。なお、ちはqx9の単位行列セある。

j㍑（ガ）が列フルランクではないことから践（項毎（∬）が半正走となり、式（18）

は鞍点をもたない。そこで、式（18）の両辺に

2〝1（∬）㌔（∬）恥（∬）那（諾）ニ袖1（〇材（諾）勘（∬）cl（ご）

を加えた、次の関数を考える。

鞠芸，W，髄）＝芸（抽1…即卜72wTw
＋（ん1＋jllW＋毎げ（九1＋jllW＋九錘）

＋2〝川丁囁1朝一2押印1Cl

ここで、Cl（ご）はgにかんする任意の関数で、勘（∬）および仇（∬）は

勘（£）＝ト∑ぎ（∬）∑1（£）

仇（∬）＞0

（2句

tごTI

（2可

（2叫

である。また、Cl＝≠を代入することにより、式（27）は式（18）に一致する。式

（27）を叫髄にかんして偏微分することによって

芸舟・、u・｝

笠＝一、・、‘ハ

タr芸＋2伽十2揖2㌦－2（ザト揖1）w・＝0（叫

タぎ芸＋2伽＋挽11再2臓ほ＋2〝1畔＝0（31）
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が得られるが、式（27）が鞍点をもつためには、メ訪12＋2〃1申1が正定であること

を示す必要がある。そこで、次のような入力髄′を考える。

w′瑞飾　　（32）
∑≠セ）は、∑1（訂）の行ベタト山こよって張られる空間の直交補空間を張る正規直

交基底を行としてもつ行列である。このとき、㌦（メ訪12＋2〝1勘）髄は、次のよう

に変形できる。

ニ視げ［錘彿∑1・2〃1（ト∑瑚［∑佃祝′

＝祉げ［㌣恥こ＿9卜′
ひ1は列フルランクなので、上式より

メ訪12＋2J▲1督1＞0

であることがわかる。ここで

メ㌫12≡1＝　∑r∑1

j12甘1＝　0

督1≡1＝　0

申…　＝　中1

（必2＋恥町1＝いか
≡1＝∑T（咋仇）‾1∑1

となり、これらを用いてw＊，髄＊を計算すると

tl－●

主項卜輔）芸T＋2成一嘲1）

辛〈（輯・タぎ）芸・2（囁・伽〉

9

（33）

（34）

（35）

（36）

（37）

（38）

（39）

（40）

（41）

（42）



となる。ただし

缶

A

n

茄（≡1・か）
凡＋◎メ訪11＞0

ブ㌫11年1

j㌫12＋2〝1中1＋n諾j12＞0

（43）

（44）

（45）

（46）

（47）

である。このとき、式（27）は

恥芸，叫髄）＝嘩，芸卜（w－㌦アA（…り
十（Ⅷ－Ⅶ■＋¢r（w－W＊が（ブ㌫12＋2J▲1勘）i≠－㌦＋¢r（w一Ⅷり）（48）

と平方完成できる。なお、上式において∬′■（∬，∂りぬ）は

鞘桜）＝坤，芸，由り　　　（49）

鞠芸，巾）＝畔，芸）＋（…ヅ（品宛＋叫1叫（…り（叫

となるが、ブ昆ブ12＋2′↓1中1＞0であることから

坤，芸，再） ＝坤，芸）…

≧∬≠芸）

一礼ヅ（メお12＋2拘軋）（≠－㌦）

がなりたつ。

また、式（48）に髄＝≠■を代入すると

坤，芸，叩＊）＝∬≠芸ト（…ヅA（w－Ⅷつ
＋（w－ひヅ輔㌫12＋2仇軋）¢γ（w－Wり

鴫12欄1岬＝品（≡1・か脇1
10
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坤，芸，町呵 坤，芸卜（w

≦∬竹，芸）

－㌦F凡（ひ－ひ＊）

が得られる。ゆえに、式（51）（54）より

鞠芸，叫呵≦茸輝芸）≦鞠芸，再）

（54）

（55）

であることがわかり、W＝ぴ＊，Ⅶ＝≠＊が唯一の鞍点となることがわかる0なお、

上式において、等号成立はw＝W＊，W＝髄●のときのみである。

式（27）は、≠＝＝髄■のときにcl＝㌦を代入することで式（18）と一致する0そ

こで、もし式（16）を満たすようなHami1ton－Jacobi－Isaacs不等式

仙∫、芸－
¢1＝≠●

≦0 （56）

の解Ⅴ（∬）∈Clが存在すれば、式（42）であらわされる制御別によって、あらゆ

る外乱wにたいし、んからzまでのエ2ゲインをγ以下にすることができる。

ガ′●（∬，∂り飴）の各項を計算するために、式（48）に礼＝＝0，≠＝0を代入して整

坤凱＝≠．＝鞠芸，0，ム） 亡l＝u●
＋wげAl〃＊

ー（髄●＋¢rwヅ（ブお12＋2〝1軋）（㌦＋◎r㌦）

芸′ ＋九r九1－2〃〆r中正＋ひげAt〃●

－（Ⅷ■＋◎r㌦）r（メお12＋2〝1軋）（㌦＋¢r㌦）（57）

となる。式（31）に左から≡1＋去∇1をかけて整理すると

㌦＋が㌦・＝一芸（≡1・去軌ぎ芸T－（≡1＋去叫伽（叫
が得られるので

（髄灯＋缶r㌦）T（茄12＋2出勤）（髄●T＋中r㌦）

主監g2（≡1＋かタぎ芸T・嘲吋畔軌・芸銘品ん1（59）
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となる。また

吉富（…畔1（βト輔）芸r・舶l－ム2町1拡「蠍1

＋芸（飢一夕刺A－1成一鴫九1

獅1≠・＝．志芸曲ぎ芸

である。ゆえに、ガ′や，∂Ⅴ／∂∬）は

坤桜）＝芸′㌧九軌＋芸芸月芸

と計算でき、J●，Q，月はそれぞれ

ノー　＝　トタ2≡1ブ毘九1＋（gl一夕2¢r）A－1（j乙－¢品）九1

Q　＝　ト仇（打払）‾1咋’＋（山一ム2ポ）A‾1（j乙－◎メ毘）

月＝（gl－㌦）A－1（gト輯卜鵡＋三相
となる。

次に、閉ループ系の漸近安定性を考える。W＝0のとき、式（17）より

ケ（ご）≦一之rZ

（60）

（61）

（62）

（63）

（64）

（65）

（66）

となるが、Z：＝0においてⅤ（訂）＝0となってしまうことから、このままでは

閉ループ系が漸近安定であるとはいえない。そこで、次の仮定がなりたつものと

する。

仮定3（ゼロ状態可積出性）w＝0において、ある∬の軌道にそって

z＝ん1（∬）＋j12（∬）髄＝0

1imくr＝O
i→00

12

となるときに

がなりたつ。■

（67）

（68）



この仮定がなりたつとき、ウ（∬）＝0を満たす多様体上においてェ→0（f→∞）

となることから、Ⅴ（∬）がリアプノフ関数となり、閉ループ系が漸近安定である

ことがわかる。

以上をまとめると、状態フィードバックによる非線形非標準ガ∞制卸間題にか

んする次の定理が得られる。■

定理2式（12）であらわされる非線形系と式（13）であらわされる評価出力におい

て、仮定1、仮定2、仮定3がなりたつとする。このとき、もし式（16）を満た

すような、式（62）であらわされるHamilton－Jacobi－Isaacs不等式の解V（x）∈Cl

が存在するならば、式（42）であらわされる制御別によって、外乱ひから評価出

力zまでのム2ゲインを7以下とすることができる0またw＝0のとき、この制

御別によって閉ループ系は漸近安定となる。■

2・3＿出力フィードバックによる非線形非標準ガ∞制御問題

2．3．1状態観測器のゲインが与えられている場合の可解条件

2．2節と同じく式（12）の非線形系と式（13）の評価出力を考える。ただし、本節

では状態漣が直接観測できないものとする。そこで、システムの出力から状態を

推測する状態観測器を構成し、推定した状態を用いて茸∞制御間邁を満たすよう

な制御則を構成する。なお、本節においては、問題をより簡単にするために、式

（13）の評価出力におけるwの直達項が血（諾）＝0であるとする0

システムの観測出力として、次式であらわされるものを考える。

y＝九2（∬）＋元1（∬）w＋j22（∬）耽 （69）

ただし、y∈月－とし、平衡点ヱ＝0において、九2（0）＝0がなりたつものとする0

また、観測出力yを用いてシステムの状態を推定する、次の状態観測器を考

える。

∈＝J（f）＋タ1（錘1（モ）＋g2（ど）ゐ2（ど）

＋　G（ぞ）（y一九2（f）一九（∈）毎（ぞ卜j22（モ）た2（紺
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上式において、そ∈月れは推定された状態で

梱＝鞠芸）

舶＝鞠芸）
である。また、G（引は観測器のゲインである0

制御別には、推定した状態により構成された

町＝毎（モ）

（71）

（72）

（73）

を用いるが、推定した状態を用いていることから、定理2を満たすようなⅤ（∬）

が存在したとしても、出力フィードバックによる∬∞制御問題が可解であるとは

いえをい。そこで、可解条件を見つけるために、次のようなごとfにかんする拡

大系を考える。

よβ．＝ん（ェβ）＋♂β（ごβ）γ

v　■＝　毎（∬β）

∬月＝［；］

お（∬β）＝

如（∬β）＝

完：：；；；］

タ1（∬）

G（餌21（ご）

毎（∬β）＝た2（ど）一転（ご）

γ＝W－れ（∬）

克1（訂β）＝7（訂）＋g2（∬）た2（そ）

ただし

（74）

（75）

（76）

（77）

（78）

（79）

（80）

（81）

お2（〇β）＝由）＋タ2（亡）た2（ど）＋q亡）（克2（ヱト兎2（ど）＋克2（ヱト亮2（f））（叫

煎）＝プレ）十gl（∬）頼∬）　　　　　　　　　　　　　（錯）

克2（∬）＝九2（∬）＋血（∬）た1（ご）　　　　　　　　　　　　（84）

孟2（g）＝メ22（茸）た2（〇）　　　　　　　　　　　　　（甲）
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である。式（74）（75）において、γからj12γまでのエ2ゲインが7以下となるため

には、式（17）と同じく

卸（転トや占＋朽尉12γ≦0　　　　　（86）

Ⅳ（∬β）≧0，Ⅳ（0）＝0　　　　　　　　　（㍍）

を満たすようなⅣ（∬β）∈Clが存在することである。2・2節と同様にして計算す

ることにより、すべてのγにたいしてγからム2Vまでのエ2ゲインを7以下とす

るための十分条件は、式（卯）と次のHamilton－Jacobi偏微分不等式

芸柚）＋舶）月2（頻出毒芸如（∬月）舶）芸r≦0（88）
を満たすようなⅣ（∬β）が存在することであることがわかる。そこで、式（87）と

次のHamilton－Jacobi偏微分不等式

芸柚）・触）（伽）j12（小2柵（∬）柚β）

・右芸如柚芸（∬β）
Ⅳ（ごβ）≧0，Ⅳ（0）＝0

∂lγγ

心⊥・
＜0 （89）

（90）

を満たすようなⅣ（〇月）が存在すれば

卸（〇β）≦7（ひ一缶（∬））r（ひ－た1（∬））

－（た2（ど）一点2（£））ア（jお12＋2〝錘1（訂））（た2（ど）一点2（∬））（91）

がなりたつ。ここで、〃1（∬）は

〝1（∬）＞仇咋）＞0

を満たしているものとする。

また、式（62）に2仇好（茸）勘（ご）た2（∬）＞0を加えた

叩桜）＋2勅願）抽）舶

＝芸（∫
1∂Ⅴ

＋石高‾

g2≡J毘九1）＋埠（トム2≡1露）ん1

〈妄glタトヰ＋か）〉芸r≦0
15
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がなりたつとする。このとき、式（48）を用いることによって

坤，芸，叫祉）
＝ウ＋zTz－72t〃rW＋2粧㌔丸（茸）髄－2仰T（∬沖1（〇）cl（∬）

什・け、芸） 一72（w一た1（∬））ア（w一缶（∬））

＜＋（た2（g）－た2（£））T（品（輔12（∬）＋2〝1軋（∬））（た2（ど卜た2（∬））

＋2I‘1た拍）勘（諾）点2（可－2出棺（ェ）軋（∬）た2（諾）

－72（w一缶匝））r（w一頃訂））

＋（毎（ど）－た2（ご））r（践（項12（訂）＋2〃1勘（〇））（た2任）一転（∬））

－2J▲1たぎ（∬）勘（ご）毎（£）

、となる。よって、新たな関数

Ⅳ（ごβ）＝Ⅴ（訂）＋Ⅳ（∬β）

を定義すると、

（93）

（94）

打（ごβ）＝Ⅴ（∬）＋Ⅳ（∬β）

≦　72t〃rW－ZTz－2（〝1（∬）一世（g））（た2（g）－た2（∬））γ勘（∬）（た2托卜た2（∬））

－2J▲1（〇）㌔軋（∬）髄

≦　72－〟rⅧ一之rZ－2（〝1（∬）一世（∬））（毎（f）－た2（∬））ア軋（£）（た2（ぞ卜た2（諾））

≦　72wTひ一之rZ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（95）

となることから、もし打（ごβ）が存在すれば、式（73）であらわされる推定した状

態∈を用いた制御別によって、すべてのwからzまでのエ2ゲインを7以下とす

ることができる。

次に、式（73）によって構成される閉ループ系の漸近安定性について考える。

w＝0のとき、式（95）より

け（ごβ）≦一之Tz－2（〝1（可一拘（∬））（た2（g卜た2（∬が勘（∬）（点2（g卜た2（ご））≦p（96）

16



となる。と7＝0となるのは、Z＝0かつ（た2（亡卜た2（ご））軋（∬）（た2（ぞ卜た2（あ））のと

きであるが、Z＝0のときは仮定3よりト→∞で∬→0となることから、か＝0

の軌道上ではま→∞のとき

j12（ヱ）た2（∈）→0

た2（∈沖1（ご）た2（∈）→0

（97）

（98）

となる。この2つの式より

たぎ（腑毘（輔12（可－2（〃1（可一拍セ）沖1（ご））た2（f）→0（t→∞）（99）

が得られるが

品（頼12（∬）＋2（〝；（∬）一世（∬））軋（ご）＞0

であることから

た2（！）→0（f→∞）

となる。よって、式（70）の状態観測器はf→∞において

卓＝由卜G（ぞ）伝（そ）

（100）

（101）

（102）

に漸近する。ここで、状態観測器のゲインG（∬）が与えられているときには、上

式であらわされる状態観測器がモ＝0において漸近安定ならば、W＝0のとき式

（74）の拡大系は漸近安定となる。

以上をまとめると、状態観測器のゲインが与えられている場合の、非線形非標

準月ふ制御問題にかんする次の定理が得られる0

定理3式（12）の非線形系と式（13）の評価出力および式（69）の観測出力をもつ

システムにおいて、仮定1、仮定2、仮定3がなりたつとする。このとき、も

し式（92），（16）を満たすⅤ（£）∈Clと、式（89），（87）を満たすⅣ（茸β）∈Clが存

在し、かつ式（102）がそ＝0において漸近安定となるならば、式（70）の状態観測

器によって推測される状態を用いた式（73）の制御則によって、Wからzまでの

上2ゲインは7以下となり、W＝0のとき【訂r，モア】r＝【0，01rにおいて漸近安定と

なる。■

17



2．3．2　状態観測器のゲインが与えられていない場合の可解条件

本節では、問題の可解条件にくわえて、状態観測器のゲインG（£）も決定する

方法について述べる。本節においても、問題を簡単にするために、式（1亭）の評価

出力におけるwの直達項がJll（£）ニ0であるとする。

G（∬）として、式（89）の左辺を最小にするようなものを求めることとする。式

（89）から直接このようなG（£）を計算することができないので、まずは2弗空間

次元上の偏微分不等式である式移9）を、花■次元にすることを考える。式（89）の

Ⅳ（ご月）を

Ⅳ（∬月）＝Q（e）

Q（e）≧0（訳0）＝O

e＝∬一号

（103）

（104）

（105）

に限定することにより、式（錮）は

裾）＝慧（由卜f（臣（g2（両2（肪粍）
一　G（そ）（克2（ヱト克2（ど）＋姦2（∬）一品2（g）））

＋（た2（ご卜た2（f））γ（j毘（項12（ご）＋2〝1（訂）軋（∬））（た2（∬トた2（f））

＋毒冨（飢（〇卜q払（軸1（∬）瑚）j21仰嘗
＜　0

となる。式（104）より

箸（0）＝0
であることから、g（e，∈）は

瑚）＝0，芸（0，臣0

（106）

（107）

（108）

を満たす。また、∬（e，亡）の（0，0）におけるHessian行列は、式（106）をeにかん

して2回偏微分することによって

掛0）＝劉か一G（0）（か・糾）
18



＋警（0）（脳裡12（0）・2〝冊1（0濃（0）

＋毒砦（州一咄1肋（0卜G（0）刷留109）
となる。式（108）より、連続孝行列月（e，g）が存在し

裾）＝芸西e，ぞ）e　　　　（110）

とあらわすことができるので、∬（e，ぞ）の（0，0）におけるHessian行列は月（0，0）

と一致する。よって、もし

月（0，0）＜0

であるならば、式（106）を満たすようなQ（e）は存在する0

ここで、微小な亡＞0にたいして、e‥＝0において

＝慧げ（e）－G（e）（紬＋ら㈱）
＋　堵（e）（j毘（e）ム2（e）＋2メェl（e）軋（e））た2（e）

＋右慧（gl（eトG（e）j21（抽（e）朝21（eげ嘗
＜　－∈eアe＜0

という乃次元の偏微分方程式と

Q（e）＞0，Q（0）＝0

（111）

（112）

（113）

を満たすようなCさ級のQ（e）が存在するものとする。このとき、上式の（0，0）に

おけるHessian行列は式（109）と一致し、月（0，0）＜0となる0

またt→∞のとき、式（112）は

雷（f（e卜G（e）如）

＋姦諾（gl（e）－G仙（肋（e）－G（e）j21（eげ晋＜0
に漸近する。このとき

紬＝軋而卜q融））＜0
19
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となり、f→∞において漸近する式（102）の状態観測器はQ（e）がリアプノフ関

数となり、漸近安定であることがわかる。

ここまでの話により、2†も次元のHamilton－Jacobi－Isaacs不等式を用いた定理3

は、式（112）のn次元のHanilton－Jacobi－Isaacs不等式を用いた次の定理でおき

かえられる。

定理4式（12）の非線形系と式（13）の評価出力および式（69）の観測出力をもつ

システムにおいて、仮定1、仮定2、仮定3がなりたつとする。このとき、もし

式（92），（16）を満たすⅤ（g）∈Clと、式（112），（113）を満たすⅣ（訂月）＝Q（e）∈C3

が存在するならば、式（70）の状態観測器によって推測される状態を用いた式（73）

の制御別によって、叩からzまでのエ2ゲインは7以下となり、W＝0のとき

【∬ア，どrlr＝【0，0】γにおいて漸近安定となる。■

最後に、式（112）を最小にするような状態観測器のゲインG（∬）を決定する。こ

こで、次の仮定がなりたつとする。

仮定4すべてのごについで、滋1（ご）は

rankブ21（〇）＝d，d≦p （116）

を満たし、血（∬）の列ベクトルが張る空間に大域的な基底が存在する。■

標準問題においては、式（116）のかわりに、より厳しい次の条件がもちいられる。

fank滋1（ヱ）＝p　　　　　　　　　　（117）

仮定4がなりたつとき、式（24）と同様にj21r（∬）にかんして次のような分解をす

舶）＝坑（∬）＝2（〇），＝2（£）＝レぎ，…，即　　（118）

ただし、蝕…，伽は鬼（ご）の行ベクトル空間を張る正規直交基底で、坊（∬）は列

フルランク、∑2（可は行フルランクである。また、式（27）と同様に、式（112）の

20



両辺に2つの項をくわえ

g（e）＋辞〝2（e）誹（e）恥困♂（瑠

毒〝2（e）cぎ榊2（e）c2（e）

とする。ここで

戦（e）＝ト∑冨（e）∑2（e）

〝2（e）＞0

g′（e）＝誹＋吼翫・2〝伸2＋志望飢正常一基赫2
1

＋帝 〈入－（≡2

申が（≡2

（119）

（120）

・去可鮎・脚2）卜（≡2・去可
・去瑚

と平方完成できる。ただし

入（e）＝Gア（瑠

β（e）＝272（如＋紬）＋扉e）茹）雷
≡2（e）＝∑富（e）（げ（e）坑（e））▼1∑2（e）

である。式（122）より

入＝（≡2・か

（122）

（123）

（124）

（125）

（126）

を満たすようにG（e）をえらべば、ざ′（e）を最小にできることがわかる。このとき、

∫′（e）は式（119）に

c2＝（≡2＋か）β
を代入することによって式（112）のぶ（e）と一致して

新一如左三2（兎2＋如・たぎ（ブ払2・2柵）た2

21
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一冊2＋頼2＋三相（克2・姦2）

・毒慧gl（ト繭21）稽r≦－∈ere＜0
となる。また、式（126）より

（柚＋紬）r＝望エ（e）

（128）

（129）

を満たすようなム（e）が存在すれば、式（128）を最小とするようなG（e）は

G（e）＝（gl（e）離）・272…（瑚＋去叫e））（130）

雷（0）＝0，如＝0，如＝0　　（131）
であることから、粥／∂e，（克2（e）＋忘2（e））rは、eの関数〟（e），〃（e）を用いてそれ

ぞれ

∂Q

∂e
（e）＝er〟（e）

（兎2（e）＋亮2（e））r＝erⅣ（e）

（132）

（133）

とあらわすことができる。よって、〟（e）が原点近傍において正則ならば、ム（e）

は

エ（e）＝劫「1（e）Ⅳ（e） （134）

と求めることができ、式（128）を最小とするG（e）は

G（e）＝（272叫抑）・gl（e）射））（≡2（e）＋去咄））（135）
となる。

以上をまとめると、状態観測器のゲインが与えられていない場合の、出力フィー

ドバックによる非線形非標準∬関制御問題にかんする次の定理が得られる。

定理5式（12）の非線形系と式（13）の評価出力および式（69）の観測出力をもつ

システムにおいて、仮定1、仮定2、仮定3、仮定4　がなりたつとす．る。

22



このとき、もし式（92），（16）を満たすⅤ（〇）∈Clと、微小な値‘にたいして式

（128），（113）を満たすQ（e）∈C3が存在し、かつ式（132）を満たす叫e）が原点近

傍において正則ならば、式（70）の状態観測器と式（135）のゲインによって推測さ

れる状態を用いた式（73）の制御別によって、Wからzまでの上2ゲイン1ま7以下

となり、W＝0のとき匿，∈r】r＝［0，01rにおいて漸近安定となる0■
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3．ハミルトン・ヤコピ方程式の粘性解を用いたノンホ

ロノミックシステムの制御

ノンホロノミックシステムは非線形システムであることから、ノンホロノミッ

クシステムを漸近安定とするような制御別のひとつとして、非線形最適レギュ

レータを構成することが考えられる。非線形最適レギュレータを構成する際には、

Hamilton●Jacobi方程式の解が必要となるが、ノンホロノミックシステムではこ

の解が微分不可能となり、Cl級の解を求める通常の手法を適用することができ

ない。

ここでは、ノンホロノミックシステムのひとつである三輪移動体をとりあげ、

非線形最適レギュレータを構成する。この際、Hamilton－Jacobi方程式の解とし

て、通常の偏微分方程式の解の概念を拡張した、微分不可能点をもつ粘性解を動

的計画法により求める手法について提案する。そして、得られた粘性解を用いて

最適制御側を計算する方法についても示す。

3．1　ノンホロノミックシステム

次のような一般化座標亮をもつ非線形システム

丘＝J（訂，髄） （136）

が、g（訂）＝0のように位置の項のみを含むような拘束式をもつとき、この拘束は

ホロノミックであり、システムはホロノミックシステムとよばれる。しかし、拘

束式が九（∬，孟，登）＝0のように、位置だけではなく、速度や加速度項を含むよう

な拘束式をもつとき、この拘束はノンホロノミックであるといわれ、システムは

ノンホロノミックシステムとなる。

ノンホロノミックシステムの閉ループ制御について、Brokettの定理t14】よ

り「ノンホロノミックシステムを漸近安定とするような、なめらかな時不変状態

フィードバック制御則が存在しない」ということが知られている。そこで、この

定理を満たさないような制御則として

1．開ループ制御
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2．時変フィードバック

3．不連続フィードバック

が提案されている。

ここでは、ノンホロノミッ・クシステムを制御する方法として非線形最適レギュ

レータを構成することを考えるが、2．1節において示したように、最適制御別を

構成するためにはHamilton－Jacobi偏微分方程式の解を求める必要がある。しか

し、Brokettの定理より、このHamilton－Jacobi方程式の解もなめらかな解、すな

わちCl級の解にはならない。そこで、ほとんどすべての点においてなめらかで

あるが、微分不可能となる点をもつ解も偏微分方程式の解としてゆるすような、

Hamilton－Jacobi偏微分方程式の粘性解について次節で説明する。粘性解を用いた

最適制御則は、粘性解の微分不可能点のところで不連続となることから、Brokett

の定理を満たさない不連続フィードバックとなる。

3．2　ハミルトン・ヤコピ方程式の粘性解

Hamilton＿Jacobi方程式の粘性解は、次のように定義される。月Ⅳの有界な開集

合nにおいて定義される馳milton－Jacobi方程式

恥Ⅴ（∬），芸（∬））＝0

を考える。ただし、ⅤはCO級以上とする。また、ガは

ガ（訂，γ，p）≦ガ（∬，β，p）（γ≦β）

（137）

（138）

を満たすものとする。このとき、式（137）の解Ⅴ（∬）が粘性劣解であるとは、C（n）

をn上の連続関数の全体としたときにp∈C（n）であり、Ⅴ－pが愛において極

坤Ⅴ（鳩（豆））≦0　　　（139）
がなりたつことをいう。Ⅴ（£）が粘性優解であるとは、Ⅴ－Pが盃において極小

値をとるときに

恥Ⅴ（鳩（盃））≧0

25
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がなりたつことをいう。そして、粘性劣解でもあり粘性優解でもあるものが、式

（137）であらわされるHami1ton－Jacobi方程式の粘性解である【11】。このように、

粘性解はもとの方程式の解の微分可能性を必要としない弱解の概念として知られ

ている。

粘性優解、あるいは粘性劣解は無数に存在するが、粘性解は唯一な大域的最適

解である。この解の一意性は、比較定理により証明される［11］。

3．3　三輪移動体

3．3．1　三輪移動体のモデル

本節では、図1に示すような三輪移動体を考える。このような三論移動体のモ

デル式は、次のようになる。

盆　＝　ナc鵬β　　　　　　　　　　　（141）

y　＝　ナshβ　　　　　　　　　　　（142）

β＝呈云血α　　　　（143）

ここで、∬，yは三斡移動体の位置、βは姿勢角、ムは前革から後輪までの長さ†ナ

は速度、αはハンドルの切り角である。状態¢を

い－lJJ

髄＝［：：］＝に。］

入力≠を

（144）

（145）

とおくことにより、次のような三輪移動体の状態方程式をえることができる。

cosβ；0

¢＝　Shβ　0　≠

0　圭
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－α′′

′iで、
／

r

＝i－昌一之グ’
l

l

1

1

1

1

1

1

1

1

l

図1Wlleeledvebicle

このシステムは

y一盆tanβ＝0

という拘束式をもつことから、ノンホロノミックシステムである。

式（146）であらわされる三輪移動体は、座標変換

fl■＝　∬

f2　＝　tanβ

モ：lニ！J

および入力変換

‾γ1＝　COSβ叫

γ2

≠2

cos2β

そ1＝　叫
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！2　＝　γ2

ど3　＝　f2叫

（149）

（150）

のような、チェインド・フォームとよばれる正準系に変換できる。しかしこの系

であらわされるのは、式（146）であらわされる元の系における

β∈（一芸，芸）

の領域にかぎられている。よって、チェインド・フォームにたいして構成された

制御則では、初期値がβ∈（ト汀，一灯／2］∩［訂／2，可）の場合、すなわち漸近安定と

するには軌道が切りかわることが必要な領域に初期値があるような場合が、系を

構成した際に除かれてしまう。

3．3．2　三輪移動体にたいする最適レギュレータの構成

式（146）にたいして、2．1節のように非線形最適レギュレータを構成する。

ここでは、次の評価関数を最小とすることを考える。

J＝上ア（拘…㌦匝　　　　（151）

このとき、式（146）の三輪移動体の状態方程式と式（10）より、次のHamilton－

瑚芸）＝一芸〈（絆os2β＋2芸芸cosβsinβ＋（雛inβ

・去（芸）2）
＋茸2＋y2＋β2＝0

の解V（両（＞0，Ⅴ（0）＝0）が存在すれば、式（153）より最適制御則は

髄；

髄；

1

（芸融・芸sinβ）
11∂V

2　上∂β

28

と計算できる。

（152）

（153）

（154）



3．4　ハミルトン・ヤコピ方程式の粘性解の計算法

本節では、Hamilton－Jacobi方程式の粘性解を求める手法をより具体的に示す

ために、3．3節において扱った三輪移動体に最適レギュレータを構成すろ際に必要

となるHamilt。n－Jacobi方程式の粘性解を求める手法について述べる0

3．4．1動的計画法を用いた計算法

まず、式（151）の評価関数を時間間隔△rで離散化し、次のんをえる0

ゐ＝∑（¢瑚＋1榊十1）十㌔（坤（叫△r
た＝0

（155）

式（152）の粘性解は、式（151）の評価関数の最小値に等しいことから、あるステッ

プた＝た1（た1≧0）におけるⅤの値は、動的計画法を用いることによって

鴨（¢（た1））

nセtl ∑（¢2（た＋1）¢（た十1）十㌔（た）髄（た））△r
た＝鳥1

＋　∑（¢T（た＋1）榊＋1）＋㌦（た）≠（た））△r
鳥＝鳥2＋1 ）

＝増n〈醐2柵かた＋1）仰）■＋榊））△r）（156）
となる。ただし、鴇（胡はV（¢）の離散化した値であり、転＞た1とする。つまり、

上式の右辺を最小とするような髄（鳥）を見つけ、逆鱒間に解くことによって、式

（1叫の粘性解Ⅴ（¢）が計算できる0なお、本節では鬼1＝た2＝たとして話をすす

榊（た））＝増n〈榊（ゐ＋1））＋（卯＋瑚（れ1）十㌦（瑚た胆r）（157）

となる。

最初に、粘性解偽を求める範囲を決定し、その範囲内に格子を構成するol七

を求める範囲は

ェ∈【ガmim，ごmは】

29
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y∈【‰h，‰弧】　　　　　　　　　（159）

β∈卜訂，訂1　　　　　　　　　　（160）

とする。ただし、この範囲は原点と原点に可到達な領域を含むものとすろ。なお、

βの範囲は式（160）の範囲ですべての範囲があらわされることから、このように

決定した。そして、この解を求める範囲内をそれぞれ恥，侮，伽分割し、∬，飢βの

格子間隔を

△∬＝

△y＝

訂M‾エ血

恥

‰■X‾y血

△β＝空
間

として、格子点（恥‰，βれ）を次のように構成する。

勘　＝　ごmh＋△∬・J，J＝0，…，恥

肌几　＝＝1‰血＋△y・m，m＝0，…，旬

β兜　＝　一打＋△β・乃，几＝0，…，叩♂

（161）

（162）

（163）

（164）

（165）

（166）

格子上の一点（恥‰，βれ）において、式（158）（1甜）（100）の範囲内で式（157）．の

右辺を最小値を求めるには、入力≠（た）によって計算できる状乱酔＋1）を求め

る必要がある。入力が時間△rの間髄（ゐ）という一定値であるとすると、△r後

の状態はβ≠0のとき

〇（た＋1）

蛮た＋1）

㈱＋謡糎（主戦（岬＋β（た）卜s岬）｝（167）

y（た）一認エ｛c00（呈Ⅶ2（岬＋嘲－C坤）｝（1呵

β（…主吸（岬　　　　　　（169）
と、近似を用いることなく、積分して厳密に計算できる。β＝0の場合も同様に

£（た＋1）

扉た＋1）

β（た＋1）

∬（ゐ）＋祝1（ゐ）cosβ（た）△r

蛮た）＋叫（た）sh♂（た）△r

β（た）

30

（170）

（171）

（172）



と、積分して厳密に計算できる。

状態の範囲が式（158）（159）（160）のように限定されていることから、入力の範囲

も三輪移動体がこの範囲内を移動するように限定することができる○よって、入

力の範囲を決定し、入力をその範囲内で変化させることで、式（157）の右辺を最

小にするような入力を見つける。∂≠0における入力叫の範囲は、式（169）より

エト訂－β（た））
U2min

触2max

△r

エ（五⊥β（た））

△r

髄2∈毎血，叫M】

（173）

（174）

（175）

となる。なお、叫h血＞v。mはのときは、式（173）と式（174）をいれかえる0次に

入力叫の範囲を決定するが、叫は髄2に依存していることから、喝の値におう

じて叫の範囲は変化する。そこで、式（175）の範囲を入2分割して

均＝明知血＋警坐＝＝0，…，入2
（176）

とし、それぞれの髄2＝物にたいして叫の範囲を計算する0叫の範囲は、式

（167）（168）と式（158）（159）の〇およびyの範囲から決定できるoshβ（た＋1卜

血坤）≠0のとき、式（167）を祝1（た）について解いて鮎2（た）に勒ゴを代入した

叫（た）＝
Ⅵ勿（ご（た＋1）－∬（た））

ム（血（剋野△rル＋β（た）卜血β（可）
（177）

の∬（た＋1）に∬血＝∬m旺を代入したものをそれぞれ明地1，叫伽2、…β（た＋1卜

q娼β（た）≠0のとき、式（168）を那1（た）について解いて那2（桝こ≠2ブを代入した

叫（た）＝－
Ⅵ勿（y（た＋1）－y（た））

エ（M（物△r／エ＋β（た）卜c鵬β（り）
（178）

のy（た＋1）にy血，yMを代入したものをそれぞれ笹川皿わ髄1ほm4とする。叫伽1，

叫伽2はそれぞれ∬の端点である∬mh，笹肌はに到達するのに必要な入力であり、

叫伽3，叫伽4はそれぞれyの端点であるy血，yMに到達するのに必要な入力

である。叫肋1，叫伽2，叫伽3，叫肋4のうち、最大と最小の値をとるものは、式

（158）（159）であらわされる範囲の外への入力となることから、それ以外わ2？の
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うち値の小さいものを叫mh、大きいものを叫m8Ⅹとすることで、喝＝物にお

ける入力叫の範囲は

叫∈t叫mhWlm城】　　　　　　　　（179）

と決定できる。なお、痍n♂（た＋1卜shβ（た）＝0のときには叫川血1，叫肋2のうち、

値の小さいものを叫h血、大きいものを叫m8Ⅹとし、C00β（た＋1）－C郎β（鳥）＝0

のときにはwll如き，叫伽4のうち、値の小さいものを叫mh、大きいものを叫m8Ⅹ

とする。また、里勿＝0のときには、式（177）のかわりに式（170）を叫（た＝こつい

て解いた

勘（た）＝
ヱ（た＋1）一正（た）

COSβ（鳥）

を、式（178）のかわりに式（171）を叫（鳥）について解いた

叫（た）＝
y（た＋1）－y（た）

Shβ（た）

を用いて同様の手順をおこなう。あとは、この範囲を入1分割して

叫f＝叫止血・叫m城云叫血●
電，亀＝0，‥・，入1

とし、（勘，吸）＝（叫＝髄2ブ）とすることで、式．（157）の右辺

協（削た＋1））＋（〆（た＋1）＋≠2（た））△r

（1紺）

（181）

（182）

（183）

が計算できる。つまり、それぞれのⅥ毎にたいして勘の範囲を計算し、Ⅷ1＝叫i

における式（183）を計算するという手順をメ＝0，…，入2および査＝0，…，入1にか

んしてくりかえし、式（183）を最小とする（叫，髄2）＝（砿，鳴）の値を求．める0

より精度の高い解を求めるために、式（179）の勘m加叫mはを

叫mh　＝　祝；‘一

触M　＝＝　砿＋

髄1m8Ⅹ‾髄1mh

入1

髄1m8Ⅹ－≠1mh

入1

（184）

（185）

とおきかえ、この範囲内を入1分割して式（183）を計算し、最小値を点（勒‰，βれ）

におけるⅥ（¢（り）と：して記憶する。これを何回かくりかえすことによって、解の

精度をさらに高めることができ．る。
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以上の手順を、式（158）（159）（160）の範囲内のすべての格子点（諾－，ym，βれ）にお

いておこなう。そして鴇（¢（た））とⅥ（¢（た＋1））との差が十分に小さくなるまで以

上の手順をくりかえし、この差が求める精度よりも小さくなったならば、Ⅵ（綽））

を式（1犯）の粘性解として計算を終了する0

これをまとめると、動的計画法を用いた粘性解の計算法は、次のような手順と

なる。

Stepl粘性解を求めたい（∬，y，β）の範囲を、式（158）（159）（160）のように原点と

原点に可到達な領域を含むように決定する。そしてこの（∬，y，β）の範囲を

それぞれ恥，‰恥分割し、式（164）（165）（166）のように格子を構成するo

Step2格子上の一点（恥ym，β≠）における入力≠2の範囲を、式（173）（174）（175）

のように計算する。そして、髄2を式（176）の髄2ブとして、叫の範囲を式

（177）（178）（物＝0のときには式（1叫（1叫）を用いて求めるo

Step3叫を式（1開）として式（183）を計算する。これを壱＝0，…，入1にかんし

てくりかえす。

Step4Step2，Step3をj＝0，・‥，入，にかんしてくりかえし、式（183）を最小

とする叫，髄2をそれぞれ伽；‘，鴫とするo

Step5祉2＝鴫として、叫min，勘mはをそれぞれ式（184）（1呵でおきかえて、

Step3をおこなう。そして式（183）の最小値を、（勒ym，叫における

Ⅵ（¢（た））として記憶するo

Step5JStep5を数回くりかえす。これによって、解の精度をさらにあげるこ

とができる（このStepは、かならずしもおこなう必要はない）。

Step6Step2～Step51を、Steplで決定した、解を求める範囲内のすべて

の格子上の点においておこなう。

Step71鋤（瑚とⅥ（綽＋1））との間の差が十分に小さくなったならば終了す

る。そうでなければ、Step2にもどる。
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3．4．2　ランダム探索を用いた動的計画法による計算法

前節において用いた動的計画法では、式（1幻）の最小値を探索する際に、格子

上の一点から、粘性解を求めるすべての範囲を探索していることから、得られた

解の精度は高いが、計算にかかる時間もたいへんに長くなる。そこで、本節では

これをより短くする手法を考える。

本節では式（157）ではなく、一般的な動的計画法の式である、式（156）を考え

る。ただし

毎＝た1＋‰－1 （1舗）

とし、た≠は自然数とする。

まず最初に、前節と同様に粘性解を求める範囲を、式（158）（159）（160）のよう

に決定する。この範囲は、原点と原点に可到達な領域を含む必要がある。そして、

この範囲を諾，y，β1；かんしてそれぞれ恥，‰恥分割し、式（164）（165）（166）のよ

うに格子を構成する。

次に、入力勘，那2の範囲を決定する。ここでは前節のように、格子点におうじ

てその上限・下限を計算するのではなく、すべての格子点において同じ上限値と

下限値を用いるものとする。これを

勘∈［叫min，叫m眼】

髄2∈［髄2min，祝2mは】

のように決定する。ただし、祝1min，叫m＆r，伽2mim，祝2mはは

■1、丁｝

（188）

≠1miれ＜Ⅶ1m＆Ⅹ

Ⅷ2mim＜髄2mは

を満たす定数とする。ここで、式（1㍍）（188）で入力の範囲を決定する際には、こ

れらの範囲に離散化時間△rをかけた値が、時刻△r後の状態の計算に使用され

る入力の上限・下限になるということに注意して設定する必要がある。

以上の準備のもとで、格子点（町湖町軋）における鴇の値の計算をおこなう。

式（1㍍）の入力の範囲内で、‰個のランダムな値を発生させ、これを

叫，＝【叫砧…，叫，鳥¶】
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とする。同様に、式（1∬）の範囲内で‰個のランダムな値を発生させ、これを

髄2，＝【祝2γい…，≠2，ゐ¶1

とする。なお、最初はあとで用いる

叫。＝【勘助・‥，勘。鳥九】

の各要素を、すべて0に初期化しておく。同様に

叫わ＝【祝2仙・・・，≠2。た≠】

（190）

（191）

（192）

の各要素をすべて0とする。そして、恥と叫。の各要素を順番をいれかえずに

交互にくみあわせ、次のような2た≠個の入力列を構成する。

叫。1＝【叫。1，叫。2，‥・，勘。た≠】

叫。2　＝【叫，1，勘助…，叫。た九］

叫。か　＝【叫軸…，叫hk－1，叫，鳥≠】

（193）

（194）

（195）

同様にしてw2，と叫わをくみあわせて、髄2山…，‰2。如を構成する。こうして構

成された叫山…，叫。2と≠および≠2。1，…，叫。。んれを、順番をいれかえずに交互にく

みあわせ、次の22・玩個の入力列を構成する。

髄cl

祝c2

［

≠1el

≠2el

祝1cl

祝2c2

］　　（196）

］　（197）

蜘＝［：：：；：：］　（198）

ここで、Ⅷ呼（p＝1，…，22●h）の各ステップにたいする要素を髄甲【9】（曾＝1，…，たn）

という9であらわすこととする。たとえば

刷＝［：：：：］湖＝［：：：；］
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L

である。まずは、入力を

髄（た）＝≠。1川　　　　　　　　　　　（200）

として、式（167）（168）（169）（≠2（帰＝0のときには式（170）（171）（172））車用いて

¢（た1＋1）を計算して

（¢2（た1＋1）＋祝2（h））△r

が得られる。同様に、入力

可た）＝Ⅶ。l［2】

と状臥榊）＝¢仲1＋1）を用いて砕1＋2）を計算し

（¢2（た1＋2）＋≠2（た1＋1））△r

（201）

（202）

（203）

が得られる。9＝1，・‥，た≠にかんしてくりかえし、¢（た1＋‰）における鴇（¢（た1＋

‰））を用いることで

Ⅵ（¢（た1＋たれ））＋　∑（¢2（た＋1）＋旬2（た））△r
た＝た1

（204）

が計算できる。なお、¢（た1＋‰）が式（158）（159）（160）で決定した範囲外となった

場合には、式（204）の値として大きなペナルティ値を与える。これを、入力列の

数であるp＝1，・‥，22▲烏鷺にかんしてくりかえし、式（204）を最小とするものがそ

のとき記憶している鴨（¢錘1））の嘩よりも小さければ、その値を鴨（¢錘1））とし

て記憶し、さらに式（204）を最小とする髄：を用いて、叫。，≠2。を

祉：＝

［砿、′・；．
町．＝～∫；√

髄2。＝祝；。

］　　（205）

（206）

（207）

として記憶する。これらの手順をおこなう回数J手首meを設定し、摘血朗回おこ

なったのちに、鴇（¢（缶））を計算する前の叫。，≠2。と、侶m錯回おこなった後の

叫。，≠2。の要素がすべて同じならば、次の格子点における鴨の計算にすすむ。そう

でなければ、これらの手順をJt盲meβよりも少ないJ上古meβ′回おこない、ふ■たたび
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仇（¢（り）を計算する前の叫。，≠2。と、叫。，祉2。の要素の比較をおこなう0叫。，％2。

の要素がすべて同じならば、最適入力が得られたと考えられることから次の格子

点における鴨の計算にすすみ、そうでなければ同様の手順をくりかえす0

以上の手順をすべての格子点においておこない、すべての格子点たおける

偽（榊1））と偽（¢（た1＋た九））との差が十分に小さくなるまで計算をく■りかえす0

そして、この差が十分に小さくなっ．たならば、Ⅵ（¢錘））を求める粘性解として、

計算を終了する。なお、ある程度計算が進むにしたがって、叫hおよび髄2。の億

が収束してくることから、鴇（¢錘1））の値と鴨（¢（た1＋‰））との差がある程度小さ

くなったならば、それ以降は摘血朋の借をJtimeざ′と置きかえることで、さらに

計算時間を短縮することができる。

た礼の値が大きい場合には、22たtの債が大きくなることから、式（196）－（198）で

構成される入力列の数が多くなり、あまり実用的であるとはいえない。そこで、

たれが大きい場合には次のように入力列を構成する。まず、1，・‥，点れの間のランダ

ムな自然数を2つ発生し、これをそれぞれ叫，髄2pとする。そして、入力列≠。1

を、このランダムな値を用いて

二cl＝■［：：：：…］　（208）

とする。これを決められたpm瓜回おこない、入力列叫h‥㍉叫恥．纂を構成する0

叫Ⅷ朋を22鳥れにくらべて小さい借にすることで、式（196）－（198）で構成した入力

列よりも少ない数の入力列が構成できるので、これを用いて式（204）の最小値を

探索することで、探索の時間をより短くできる。

これをまとめると、ランダム探索を用いた動的計画法による粘性解の計算法は、

次のような手順となる。

Stepl粘性解を求めたい（ェ，飢β）の範囲を、式（158）（159）（160）のように、原点

と原点に可到達な領域を含むように決定する。そして、この（∬，肌β）の範囲

をそれぞれ侮，触り♂分割し、式（164）（165）（166）のように格子を構成するo

Step2入力叫，≠2の範囲を、それぞれ式（1㍍），（1鍋）のように決定する0
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Step3長さknのランダム列を発生し、ul，とする。これとul。を、順番をい

れかえずに交互にくみあわせ、式（19叶（195）であらわされる2h個の列

叫砧…，叫かを構成する。同様にして叫加1，‥㌧叫M直を構成する。

Step4叫山‥・，叫。かおよび叫ね1，・‥，叫Mhを用いて、順番をいれかえずに交

互にくみあわせ、式（196）一（198）の22h個の入力列Ⅷ由…，W♂▲hを構成す

る。た他の値が大きい場合には、次のStep4′により入力列を構成する。

Step411，…，knの間のランダムな2つの自然数ulp，u2pを発生し、これとStep

3により構成された叫由…，叫かおよび叫加1，…，明かを用いて、式（208）

のように入力列を構成する。これを、必要な入力数pM回くりかえしおこ

ない、叫1，…パ旬恥朋をえる。

Step5Step4あるいはStep4Iで構成した入力列を用いて、Q（kl＋1），・・・，

胡た1＋‰）を計算する。そして、胡た1＋‰）における仇（¢錘1＋‰））を用い

て、式（2掴）を計算する。もし¢錘1＋‰）がSteplで設定した解を求め

る範囲の外となった場合には、惰（綽1＋‰））の借として大きなペナルティ

億を与える。これをJtimeβ回おこなう。そして式（204）を最小とする入力

を叫。，≠2いその最小値を協（利も））として記憶する。

Step6Ⅵ（¢錘1））を計算する前の叫の勒。と、計算をJf盲meβ回おこなった後の

叫。，喝。を比較レ、これらの要素がすべて同じであるならば、式（20可の最小

値を点（恥‰，軋）における鳴（綽1））として、最小とする入力列を叫。，叫わ

として記憶し、つぎへすすむ。そうでなければ、Jf盲meβをJtime〆（＜Jfimeβ）

でおきかえて、Step5にもどる。

Step7Step3～Step6を、Steplで決定した解を求める範囲内のすべての

格子点においておこなう。そして偽（¢（た1））と鴨（桝ゐ1＋‰））との差が十分

に小さくなったならば、Ⅵ（¢錘1））を求める粘性解として終了する。そうで

なければ、Step3にもどる。

本節における手法の特徴として、た＝た1よりも1ステップあとの状熟榊1＋1）

が解を求める範囲の外であるとしても、‰ステップ後の状態榊1＋‰）が解考求
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める範囲内であれば解の収束が得られるという点をあげることができる0これは

虎＝J（g）＋タ（ご）祉

のような、ドリフト項拇）をもつ非線形システムにおいても本手法が適用できる

ということを意味する。すなわち、ドリフト項をもつシステムでは、入力を0と

してもドリフト項により状態が変化し、1ステップ後の状態¢（た1＋1）が解を求め

る範囲の外となるということがおこるからである。3・4・1節の手法では、¢（た1＋1）

が解を求める範囲の外となった場合、この状態における鴇（榊1＋1））の値がな

いことから、粘性解の計算が困難となる。

また、3．4．1節では1ステップ先の最適なⅧ（た）を求めているが、本節では‰ス

テップ先までを考慮した最適な祉（た）を求めていることから、より大域的な解が

得られるという利点もある。

3．5　粘性解を用いた最適制御別の計算法

3．4節の手法により得られた粘性解Ⅴ（¢）を用いて、最適制御側を計算する方法

について述べる。式（153）（154）より、得られた粘性解の偏微分値を計算すること

で最適制御則が計算できることがわかるが、解カぎ微分不可能点をもつ粘性解であ

ることから、微分不可能点で偏微分侶が不連続でなければならか－0そこで、以

下では得られた粘性解の偏微分値が不連続となるように計算する手法について考

える。

3．5．1一次近似による偏微分億を用いた方法

三輪移動体がみ＝（∬”y”現にあるとし、ご”払，β，は

勘≦∬，≦勘吊

ym≦y，≦‰＋1

β九＜β，≦β札＋1
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を満たすものとする。ここで、恥‰，βれは、それぞれ3．4節で鴨を計算する際に

構成した格子上のェ，y，β座標で、勘＋l，ym＋1，β小1は

笹廿1＝　勘＋△〇

‰＋1＝　ym＋△y

β叫1＝　β几＋△β

である。

このとき、Ⅴの偏微分値を次のように一次近似する。

芸（∬r，班）琵

芸…舶こ；

芸・J・▼、…）＝こ

Ⅴ（勘十1，‰恥）－Ⅴ（恥‰恥）
△£

Ⅴ（町≠両凧）－Ⅴ（∬”ym，れ）

△y

V（∬，，外，‰＋1）－Ⅴ（∬り恥，‰）

△β

（212）

（213）

（214）

これによって、偏微分値が格子点上において不連続となるような近似値が得ら

れる。

3．5．2　スプライン関数による偏微分値を用いた方法

得られた粘性解の全体的な形を考慮して粘性解の偏微分値を計算すれば、より

よい近似ができるはずである。そこで、得られた粘性解をスプライン関数により

補完することを考える。しかし、スプライン関数は任意の点の前後をなめらかに

補完することから、粘性解の微分不可能点のように、点の前後が折れ曲がってい

るような部分もなめらかに補完してしまう。ここでは微分不可能点を考慮して、

スプライン関数による補完をおこなう。

前節とおなじく、三輪移動体がみ＝（∬”恥，仇＝こあるとする。このとき、関

数Ⅴ（∬，y”恥）が得られれば、それをごで微分して∬＝∬，を代入することで、

∂りぬ（訂，，外，叫の近似値を求めることができる。よって、まずは格子点∬＝

勘（J＝0，…，恥）iy＝ym（m＝0，…，恥）のそれぞれにおけるⅤ（恥‰，恥）の値

を求めるために、関数Ⅴ（恥‰，♂）を、次のスプライン関数で近似する。

叫恥‰，β）削か＋武mβ＋か（β一瑚ミ＋…＋c怒（β－β恥）ミ　（2蔓5）
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巨
】

L

：・

上武において、（β一瑚i（i＝0，…，叩〃）は

（β⊥βf）i＝
〈け1、．

β；）3（（β－β‘）＞0）

（（β一瑚≦0）

である。またαなm，α士m，Cむ爪，∴，Cかま定数であり

αむm＋α！m＋cとm＋‥・＋魂㌻＝O

cなmβ。＋…＋度鶴＝0

（216）

（217）

（218）

を満たす。式（215）にβ＝β，を代入することにより、∂＝β，という平面上におけ

るⅤの値が得られる。

次に、Ⅴ（恥y爪，叫の値を用いて、Ⅴ（町外，叫の催を求める0この際、得られ

た粘性解が〇軸およびy軸上で微分不可能となっていることが予想されることか

ら、以下のように防が正の場合と負の場合にわけてスプライン関数を構成して、

ご軸上の微分不可能点を考慮した近似をおこなう。

Ⅴ（和弘恥）嵩

αも＋αb十d（y－yO）ミ

＋・‥＋cも，／。（ダー‰／2）‡（恥＜0）

心中如＋cも（y－‰／鈷1）i

＋…＋cもー／2（y－‰）i（外≧0）

αも，α1ふ‥，CL′2はαむm，α宮c缶m，…，密と同様に

鵡＋可＋c乙＋…＋も／。＝0

壷0＋‥・十Cち．／2勒γ／2＝0

（？19）

（220）

（221）

を満たす定数である。式（219）にy＝恥を代入することで、β＝β，という平面上

で、y＝y，という直線上のⅤの値が求められる○

最後に、Ⅴ（恥‰叫（ト＝0，…，恥）の値を用いて、Ⅴ（訂，yナ，鋸の関数を構成す

る。先ほどと同様に、y軸上の微分不可能点を考慮して、次のように∬，が正の場
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合と負の場合をわけてスプライン関数を構成する。

Ⅴ（諾，外，恥）短

軸＋α1〇＋旬（ご一恥）i

＋…＋㌔β（ご一諾元／2）‡（∬r＜0）

恥＋α1∬＋旬（∬－ヱ侮／2＋1）i

＋…＋㌔β（才一ご恥）i（ご，≧0）

ここで、α鋸α1｝恥…，㍍／2は

恥＋α1＋鳴＋‥小五／2＝O

q渾0＋‥・＋も／動／2＝0

（2光）

（223）

（22勾

を満たす定数である。式（2㌶）で得られたⅤ（∬，恥，叫を∬で微分し、∬＝ご，を

代入することによって、∂り触（〇γ，y”恥）の近似値が得られる。∂り∂扉∬，，裾恥），

∂Ⅴ／∂如∬”y”恥）にかんしても、以上の手順と同様にして求めることができる。

三輪移動体が原点のまわりの－格子内に到達したときには、微分不可能点が複

雑になっており、微分不可能点を考慮してスプライン関数により近似をおこなっ

ても、偏微分項がうまく表現できか－と考えられる。そこで、∂りぬ（£，，払，β，），

∂り∂抽町外，軋）の計算法を、叫≠0のとき

ニけ湖、・′い

芸（∬ナ，‰叫母
勘＝0のとき

Ⅴ（£－＋△∬，y”恥）－Ⅴ（∬，－△芳，ね，れ）
2・△〇

Ⅴ（笹”y，＋△肌β，）－Ⅴ（ご”弘一△飢れ）

2・△y

（22可

芸け－・刷＝こ（

芸（み沌h恥）穴〈

y（和十△正肋Aトy【射通h，み）
△鑓

y（町，恥，〃，トⅤ（和一△℡，恥ふ）
△才

γ（勘，恥＋△yβ，トⅤ（勘，恥β，）
△y

V（才，，帥，トトⅤ（賃，，帥－△γβ，）

（∬，≧0）

（∬，＜0）

（恥≧0）

（恥＜0）

（光7）

（228）

とする。このように式（153）（154）の最適制御則から入力を計算することで、三斡

移動体が原点近傍でチャタリングをおこすことなく停止させることができる。ま

た式（227）（22釘は、三輪移動体がg軸上、あるいはy軸上に位置するときに、入

力叫1＝0となり停止したままになってしまうことをさけるためである。－
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以上の手順によって得られた∂り∂¢（綜‰鋸を式（153）（154）に代入すること

によって、点（∬ナ，‰叫における最適制御則w；，祝；を計算することができる。

微分不可能となる点が、格子点上ではなく格子間にあるような場合も考えられ

る。そのような微分不可能点は、入力勘の符号が変化する前後にある－ものと考

えられることから、叫の符号が変化する前のⅤの値だけを用いてスプライン関

数で近似したものと、叫の符号が変化した後のⅤの値だけを用いてスプライン

関数で近似したものの交点を求めることで、格子点間の微分不可能点を正確に計

算することができる。これによって、より真の最適軌道に近い軌道を求めること

ができると予想される。＿

3．¢　三輪移動体の障害物回避

ここでは、三輪移動体が移動する範囲内に障害物がめるという場合を考え、制

御則を切りかえることなく、式（153）（154）の最適制御別のみで障害物を回避して

漸近安定とするための粘性解を求める手法を考える。

粘性解を求める範囲として、次のような範囲を考える。

¢∈‡（（∬∈【∬min，ごm泌】）∩（y∈【ymin，ymは】）∩（【β∈βmin，βm眼】））

＼（（ェ∈【勒miれ，勒mは】）∩（y∈【y瑚min，y咄m肌1）））　　（猶）

これは、式（15瑚159）（160）であらわされる範囲から、∬。りmin≦∬≦旬mはか

つ飢噸min≦y≦靭m描であらわされる矩形領域を除いた範囲である0

粘性解を計算する手法として、3．4．2節の手法に障害物との衝突判定を加える。

3．4．2節におけるStep2～Step4′およびStep6は同様におこない、Steplの

粘性解を求める範囲を式（229）の範囲に変更し、Step5において障害物との衝

突判定を加える。そこで、Stepl，Step5を＼それぞれ以下のStepl’，Step5’

で置きかえる。

Stepl′粘性解を求める（ご，y，β）の範囲を、式（229）のように、原点と原点に可到

達な範囲を含み、かつ障害物を含まないように決定する。そしてこの∬，飢β

の範囲をそれぞれ恥，勒，恥分割し、式（164）（165）（166）のように格子を構成

する。
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Step5Istep4あるいはStep4′で構成した入力列を用いて、¢（kl＋1），…，

¢仲1＋‰＋1）を計算する。そして、¢（ゐ1＋‰＋1）におけるⅥ（¢（た1＋‰＋1））

を用いて、式（204）を計算する。もし¢（kl＋kn＋1）がSteplで設定した

解を求める範囲の外となる、あるいは障害物と衝突した場合には、■式（204）

を計算する代わりに大きなペナルティ値を与える。これをJ電五meβ回おこな

い、式（204）の最小値を、点（£J，‰，β≠）における鴨（¢仲1））として記憶す

る。また鴨（¢（た1））を最小とする入力列を勘。，髄2。として記憶する。

以下では格子点（勒ym，βれ）からの障害物との衝突判定を考えるが、以下の障害

物との衝突判定の条件をすべて満たさなければ、その軌道は障害物に衝突しない

ので式（204）を計算する。障害物に衝突する場合には、式（204）を計算する代わ

りに大きなペナルティ値を与える。

はじめに、式（167）（168）（169）（髄2＝0のときは、式（170）（171）（172））より、格

子点（恥ym，βれ）を現在時刻の状態（∬（た），y（た），β錘））として、時刻△r後の状態

（ご（た＋1），y（た＋1），β仲＋1））を計算する。（g（た＋1），y（た＋1），β（た＋1）が式（229）

の範囲外であれば障害物に衝突するか、あるいは解を求める範囲の外である。

時刻△rの聞入力が一定であるとすると、≠2≠0の場合には三輪移動体は

（£－∬，。）2＋（y一弘。）2＝γ2

γ＝聖上

∬r亡＝宕（た）一芸上sinβ（た）

y－e＝y（た）＋芸エcosβ（た）

（230）

（231）

（2苧2）

（233）

という円軌道の一部を動く。そこで、この円と障害物が衝突するかどうかをチェッ

クする。まずは、障害物の昔座標にかんする衝突を考える。式（230）をごについ

て解くと

訂＝∬，。土　γ2－（y－y，。）2

となるが、上式のyにy叫minを代入したときに

γ2－（飢噸min－y，。）2＜0
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であれば、式（230）の円はy＝y。帥nを通らないことから、障害物には衝突しな

いことがわかる。そうでなければ式（234）にy＝餌如血を代入して

塙才＝∬，。＋　γ2－（弘りmin－y－ぐ）2

〇瑚mim＜鳴＜勒mは

を計算する。もし

（236）

（237）

であれば、式（230）の円は点（塙，y砺mim）において障害物と衝突することがわか

るので、円が障害物と接する位置における三輪移動体の姿勢角を、tanα＜0の

鳴＝tan‾1驚≡諾＋芸

鳴＝tan‾1
飢郎min‾恥e　訂

∬叫一∬，‘　2

β（た）＜鳴＜β（た＋1）

β（た＋1）＜鳴＜β（鳥）

tanα≧0のとき

と計算する。そして

あるいは

（238）

（239）

（240）

（241）

ならば、障害物に衝突する。なお、髄2＜0において、β（た）＜0かつβ（ゐ＋1）＞0

のとき

β（た＋1）＜鳴＜β（可＋加　　　　　（去42）

を満たすならば、障害物と衝突する。またⅦ2＞0において、β（た）＞0かつβ（た＋

1）＜0のとき

β（た）＜鳴＜β（た＋1）＋加　　　　　　（243）

を満たすならば、障害物と衝突する。y＝飢凝mはにかんしても、式（234）に

y＝飢噸mⅥを代入して、同様に判定する。

障害物のy座標にかんする衝突の判定も、式（23叶をyについて解いた

y＝恥。土　γ2－（訂－ご，。）2
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を用いて、同様にして判定できる。

髄2＝0の場合は、三輪移動体モまェ（た）＝エ（た＋1）のとき、すなわちy軸に平行

に移動するとき

∬咄mh＜ガ（た）＜∬瑚mは

（（y叫血＞y（可）∩（肌噸mは＜y（た＋1）））

∪（（y叫mh＞y（た＋1））∩（y瑚mは＜y（た）））

かつ

（245）

（24卵

ならば、障害物に衝突する。またy（た）＝y（た＋1）、すなわち£軸に平行に移動す

るとき

y叫mh＜y（た）＜y瑚mば

かつ

（（〇瑚mh＞∬（た））∩（才叫m昭＜ヱ（た＋1）））

∪（（∬叫mh＞ヱ（た＋1））．∩（ェ瑚mは＜g（可））

ならば、障害物に衝突する。それ以外の場合には

（飢7）

（248）

（訳鳥＋1卜如た））〇－（諾（た＋1卜∬（ゐ））y＋ご（ゐ＋1）y（た）－∬（軸（た＋1）＝0（別9）

という直線軌道上の一部を通ることから、この式をyにかんして解いた

y＝票諾‡三卦十
ご（た＋1）y（た）－∬（た）y（た＋1）

ご（た＋1）－ご（た）

に叫m加旬m．xを代入し、そのときのy座標が

恥小壷＜y＜飢噸mは

を満たす、あるいは

昔（た＋1）－

y（た＋1）一瓢＋
諾（ゐ）y（ゐ＋1）－∬（た＋1）y（ゐ）

扉た＋1）－扉た）
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のyに靭血，y噌m．xを代入し、そのときの諾座標が

∬咄mh＜g＜∬叫M tごう3I

であるならば、障害物と衝突することがわかる。

なお、障害物が矩形のよう■な簡単な形状ではない場合には、時刻△rを御分

割し、式（167）（168）（169）（叫2＝0のときは式（170）（171）（172））の△rを

△r：＝
△r

町
（254）

として、時刻△r／御～△rのそれぞれの時刻における状態を計算し、それぞれ

の状態が障害物に衝突するかどうかを判定することで対応できる。

3．7　ノンホロノミックシステムのガ∞制御問題

3．7．1外乱を含む三輪移動体のモデル

図2のように、βにβwのような外乱入力のある三輪移動体のモデル式は、次の

ようになる。

孟　＝＝　≠cos（β＋βJ

少　＝　膏血（β＋βw）

β＝主血α・C粥βw

（255）

（25り

（器7）

ここで、βwは、左右の車輪の大きさが異なることにより生じる姿勢角βの誤差で

ある。如をそれぞれ式（144）（145）のようにおくことによらて、次の状態方程式

が得られる。

。　　…β　01

少

β

shβ　0　髄

0　圭．i

…∂い＋元示）－血β7缶

＋　血βト1＋議事）＋…β斎
0
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ひ＝ta蝿，一芸＜βw＜芸　　　　（呵

である。式（258）の右辺第1項が、外乱のない場合のシステムであり、第2項は

w＝0あるいは祝＝0のとき0となる。

l

lα

l　　′

′

／

r

ツ

l／

l

I

l

l

l

l

1

1

1

1

】

1

1

l

図2Wheeledvehide（withdisturbance）

3．7．2　三輪移動体にたいする∬∞制御問題

評価出力として

Z　＝＝

Jl10　0

y O O

β　＋　0　0け

0　　　　10

0　　　　01
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を考える。また、次の評価関数を考える。

J＝∫（zア才一72w2）戯

この評価関数において

レ（紳0））＝ⅠⅠ禦聖nJ

とおくと

響増n〈£l（zTz－72w2）虎＋r（zrz－72榔2）df）

響増n（£1（zrz－72ひ2）劇＋Ⅴ仲拘））〉

≧増n〈£1（zrz－72w2）戯＋Ⅴ（仙））〉

（261）

（262）

（263）

となることから、上式を満たすⅤ（刷≧0，Ⅴ匝）＝0）を見つけることにより、式

（262）を満たす祉のもとで、叩からzまでのエ2ゲインは7以下となる0

響増n（嘲J）－Ⅴ（云（to））・£1（zTz⊥72呵＝0（264）

fl→toとして両辺をfl－‡0で割ることによって

Ⅱ禦増n（輌）．－72w2＋zrz）＝0

恥芸，叫祝）＝咋卜72w2・zTz

瑚芸，叫髄）＝芸（cosβ志叫－Sinβ義叫）

・雛n♂志頼OSβ蒜叫）

＋有言不言W2－72w2
＋㌔＋y2＋β2＋髄雪＋乱…
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i

「

i

し

となることから、上式のガが鞍点≠＝髄■＝【げ，％芸r】r，Ⅷ＝ひ＊をもつとして

勘，祝2，Wで偏微分すると

芸（w・，呵

書芸（w・，叫

諾（㌦〆）

芸（co5β義一5inβ篇）
＋芸（sinβ志＋cosβ岩宗）＋2Ⅶ…＝0（268）
1∂V l

エ有ノi了‾石戸

－（芸cosβ＋芸sinβ

・・（ 芸sinβ一芸

）

cosβ

）ヰ㌦（1＋w＊2）‾喜
可（1＋w＊2）‾喜

一三富Ⅶ；（1…・2）一書－272ひ・＝0

が得られる。式（268）（269）より、可および祉；は

髄；＝一言（（芸cosβ・芸sinβ）嘉

一（芸sinβ一芸cosβ）篇〉
11∂V l

“；＝　－・二‥∴．．．丁二・一丁
2　エ∂β仙㌦2

（269）

（270）

（271）

（272）

となる。これを式（267）に代入することによって、Hamilton－Jacobi－Isaacs偏微

叫¢茸＝恥芸，頼）＝0　　（273）
が得られる。このHamilton－Jacobi－Isaacs偏微分方程式の粘性解を求めることで、

式（270）および式（271）（272）より、ひからzまでの且2ゲインを7以下にするよ

うな最適入力u＋を計算することができる。次節で、このHamilton－Jacobi－Isaacs

偏微分方程式の粘性解の計算法および最適入力の計算法について述べる。

3．8　Eamilton－Jacobi－Isaacs偏微分方程式の粘性解の計算法

式（263）を時間間隔△rで離散化して、次の式をえる。

榊（ゐ））±響増n（榊（た」1）＋（zrz－72ひ2）△r〉・（274）
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Ⅵは、Ⅴを離散化したものである。本節では上式を用いて、粘性解偽を計算す

る手法を考える。

3．4．1節と同様に、まずは解を求める範囲を式（158）（159）（160）のように、原点

と原点に可到達な領域を含むように決定し、∬，飢βの範囲をそれぞれ恥，侮，叩♂分

割して、式（164）（165）（166）のように格子を構成する。

次に、構成した格子上の一点（勒ym，軋）における惰の計算をおこなう。まず

はひ＝0として、3．4節における手法を用いて上式を最小とする勘，髄2を求める

と、式（271）（272）より

A＝芸cosβ・芸sinβ＝功

c＝芸＝－2血2

（275）

（276）

と計算できる。なお、A，Cは定数となるので、それぞれ式（275）（276）のように

おいた。同様に、W＝り㌦（≠0）として式（274）を最小とする叫，≠2を求めること

β＝芸si皿β一芸cosβ＝票（A志＋2叫）（277）
と計算できる。ここで、βは定数であるので、上式のようにおいた。この手順に

より、≠；，髄；はそれぞれ

祝；＝一芸（A義一β蒜）　（278）

％；＝一芸■主c志　　　　（279）
というw●の関数となるので、この2つの式を式（270）に代入して整理すると

A2w・－肋・2＋Aβ一釦将）2－仰（1…・2）2＝0（2叫
が得られる。この5次方程式の解可，W；，ひ；，叫レ再を求め、可（f＝0，‥・，5）を

式（27呵（279）に代入して計算した髄；，≠；をそれぞれ鴫，鳴とする。可，≠；ゎ鳴を

式（267）、すなわち

瑚芸，叫伽） A志叫－β篇…呈c義視デ
ー72乱・●2＋㌔＋y2＋β2＋髄雪＋w≡
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に代入して計算し、これを最小とする可，W；ゎ祝；‘を、格子点（恥‰，β鳳）における

∬の鞍点ひ◆および亮■として記憶する。そして、これを用いて式（274）を計算し

た値を、格子点（和‰，‰）における鴇（榊））の催として記憶する。

以上の手順を解を求めるすべての範囲でおこない、すべての格子点たおける

偽（¢（た））の催と鴨（¢（た＋1））との値の差が十分に小さくなるまで計算をくりかえ

す。この差が十分に小さくなったならば、鴨（¢（た））を求める粘性解として計算を

終了する。

これをまとめると、Hamilton－Jacobi－Isaacs偏微分方程式の粘性解の計算法は、

次のようになる。

Stepl粘性解を求めたい（ご，y，β）の範囲を、式（158）（159）（160）のように、原点

と原点に可到達な範囲を含むように決定する。そしてこの（∬，y，β）の範囲

をそれぞれ恥，‰恥分割し、式（164）（165）（166）のように格子を構成する。

Step2格子上の一点（恥ym，軋）において、W＝0として3．4．2節の手法により、

式（274）の右辺

佑（¢錘＋1））＋（zアz－72w2）△r　　　　　（282）

を最小化するような祝■を探索して、式（275）（276）を計算する。同様に、

w＝〟（≠0）として3・4・2節の手法により、上式を最小化する㌦を探索し

て、式（277）を計算する。

Step3Step2により、式（270）がw■にかんする式（280）となることから、こ

れをひ■にかんして解き、求められた叫（豆＝1，…，5）を式（278）（279）に

代入して計算した勒および≠2；を式（281）に代入し、これを最小とするも

のを、格子点（恥‰，れ）における最悪外乱w－および最適入力㌦とする。

またこうして得られた扉＼㌦を式（282）に代入して計算した値を、格子点

（よJ，ym，βれ）における鴨（¢錘））とする。

Step4Step2，3を、Steplで決定した粘性解を求める範囲内のすべての点に

おいておこなう。そして、鴨（綽））と鴨（や（た＋1））の値との差が十分に小

さくなったならば、鴨（¢（た））を求める粘性解として計算を終了する。そう

でなければ、Step2にもどる。
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次に、得られたHamilton－Jacobi－Isa肛S偏微分方程式の粘性解を用いた最適制

御別の計算をおこなう手法を示す。ここでは、三輪移動体が点（∬”‰叫にある

として、最適制御則を計算する。得られた粘性解を用いて、3．5節における手法を

準用することにより、式（275）（276）（277）を計算することができる0ごれによっ

てハミルトニアンの旭による偏微分値は式（280）の羊うになることから、あとは

先ほどと同様にこれをひ●について解き、それを式（278）（279）に代入して≠を求

め、式（281）を馴、とするものを最適入力㌦とする0
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4．シミュレーション結果

本章では、3章で述べた、Hami1ton－Ja．cobi方程式の粘性解の数値解法と、得ら

れた粘性解を用いて最適制御別を計算したシミュレーション結果を示す。なお、

使用したコンピュータはDECのAIphaServer8400であり、C言語によるプログ

ラムを用いてシミュレーションをおこなった。

4．1　動的計画法による粘性解－を用いた最適制御

3．4．1節の動的計画法による粘性解の計算法を用いて、粘性解を求めるシミュ

レーションをおこなった。シミュレーションに使用したパラメータは、表1のと

おりである。

図3は、捷案した動的計画法により粘性解を計算するという方法により得られ

た∂＝0における粘性解である。エ軸およびy軸上が微分不可能となっているこ

とを見てとることができ、粘性解であることがわかる。

この粘性解を用いて最適制御則を計算する。まず、3且1節における、偏微分値

を一次近似により求め，最適制御則を計算するという手法を用いた結果について示

す。図4は、初期値を（0，2，0）としたときに得られた最適軌道である。点（0・5，0，0）

のあたりで前進と後進が切りかわり、漸近安定となる軌道が得られた。なお、こ

の軌道は一つの制御則である式（153）（154）から得られたものであり、点（0・5，0，0）

の近傍で制御則を切りかえているわけではない。

また、図5は初期値を（2，0，訂／2）としたときに得られた最適軌道である。原点

近傍でy座標に0．01以下のオフセットが生じている。オフセットを0とするた

めには、原点近傍における微分不可能点が正確にあらわされている必要がある。

これは、原点近傍における粘性解を、表1の格子間隔では精度良くあらわすこと

ができなかったからである。よって、三輪移動体が原点のまわりの－格子内に到

達したときには、原点近傍をより正確に求めた粘性解を用いて最適制御則を計算

することで、このようなオフセットを小さくすることができると予想される。

次に、3．5．2節における、微分不可能点を考慮して粘性解をスプライン関数で近

似して偏微分値を求め、最適制御則を計算するという手法を用いたシミュレーショ
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ン結果を示す。ここでは先に述べたの点考考慮し、最適軌道をより正確に求める

ために、三輪移動体が－0．3≦∬≦0．3かつ－0．3≦y≦0．3の範囲内に入ったと

きには、表2のパラメータを用いて3．4．1節の方法により求めた粘性解に切りかえ

て最適制御別の計算をおこなった。ここで表2の解を求める範囲は、表1の格子

間隔△∬＝0．25，如＝0．25よりもやや大きい範囲とした。本節においては、比較

のために、以下の図において原点近傍で粘性解を切りかえた場合の最適制御のシ

ミュレーション結果と、切りかえない場合の最適制御のシミュレーション結果を

一つの図に示す。実線が粘性解を切りかえない場合で、点線が原点近傍で粘性解

を切りかえた最適軌道である。

表2のパラメータを用いて得られた粘性解は、図6のようになった0図3と同様

に、∬軸およびy軸上に微分不可能点があることが見てとれるが、図6ではご軸

上の微分不可能点や、原点近傍の粘性解の微妙な形状がより正確にあらわされて

いることが、図3と図6を比較することによりよくわかる。

初期値が（0，2，0）のときの最適軌道は、図7のようになった0この初期値の場

合には、粘性解を切りかえた場合も切りかえない場合も、点（－0・5，0，0）のあたり

で前後進が切りかわり漸近安定となる軌道が得られた。

．初期値が（2，0，灯／2）の場合の最適軌道は、図8となる0粘性解を切りかえない

場合にはy座標にオフセットが生じているが、粘性解を切りかえた最適軌道iこお

いては、粘性解が切りかわった∬＝0．3のあたりから原点の方向に進んでいき、

オフセットがなくなっている。

また、初期値を（0，0，灯／2）という、諾およびyが0となる位置を初期値とした場

合についてもシミュレーションをおこなった。このときの最適軌道は図9のよう

になった。この初期値の場合には、原点近傍で粘性解を切りかえた軌道は、表2の

パラメータにより求めた原点近傍の粘性解のみを用いた軌道であるのにたいし、

粘性解を切りかえない軌道は表1により求めた粘性解のみを用いた軌道となって

いることから、この2つの粘性解の精度の違いがあらわれた結果となっている。
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表1Parametersfordynamicprogrammingprinciple

parameter Val11e

エ　　　　0．5［m】

【∬miR，∬m且Ⅹ】卜3・呵m】，3・0【m】】

【‰in，‰眼】ト3・0［m】，3・0【m】】

【βmin，βmは】ト巾ad】，可rad】】

恥，侮，御　　　24，24，24

△r O・1［sec］

Vi試0さitysolutiono†廿旭日J－PDE8t♂＝0－

3

X

25

20

15

10

5

0

∨

3

－8

－2

2

1

0

図3Viscositysollltionate＝0

56



2

1．5

0．5

0

仙t旭poら柑On

ll

仙Ⅶ1positbn

Op伽na＝叫OC†0け‾

．1　　　　　　　〃．5　　　　　　　　0　　　　　　　　0．5　　　　　　　1

図40ptimaltrajectory丘om（0，2，0）

0印加81t叫○¢10け‾

1

0．5

†血Ipo鍋加
0　　　　　■－

・0．5

・1

州仙P08柑On

】

0　　　　　　　　0．5　　　　　　　1　　　　　　　1．5　　　　　　　　2

園50ptimaltrajectoryfrom（2，0，汀／2）
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表2Parametersfordynamicprogrammingprinciplearoundtheorigin

parameter Value

エ　　　　0．5【m】

【ごmin，〇m8Ⅹ］ト0・3【m］，0・3【m】】

【‰im，ym8Ⅹ】t－0・3【m】，0・3回】

［βmim，♂m8Ⅹ】ト可rad】，小山】】

恥〉叩yI御　　12〉12〉12

△r O・1【sec】

Ⅵき∝ぢlけ印l劇on血♂＝0－

0．3

0．1

1．4

1．2

1

0．8

0．¢

0．4

0二2

0

○　〃▲〃・0　0
X 0．

0．〃・8

・0．2

・0．1

図6Viscositysol11tionatβ＝0
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2　0pUmal摘匝班叩（鵬hswit朗唱）‥・

油tld画仙n

l．5

ト1
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1

0．ら
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図90ptimaltrajectory丘om（0，0，7r／2）

4．2　ランダム探索を用いた動的計画法による粘性解を用いた最適

制御

4．2．11ステップ先までを探索した場合

3．4．2節の、ランダム探索を用いた動的計画法による粘性解の計算法のシミュ

レーションをおこなった。シミュレーションに使用したパラメータは表3のとお

りである。ここではた几＝1としていることから、3．4．1節の動的計画法による粘

性解の計算法と同じく1ステップ先の最適な祝を求めることとなる。また、hの

値が小さいことから、入力列の構成にはStep4を用いた。なお、計算開始時の

た1をた1＝0とし、た1＞10となったところで、Jま盲meβをg土石meβ′で置きかえた。

図10は、3．4．2節で提案する方法により得られた、β＝0における粘性解であ

る。図3と同様に、∬軸およびy軸上が微分不可能となっていることを見てとる

ことができ、粘性解であることがわかる。

この粘性解を用いて、まず3．5．1節の手法で最適制御則を求めた。初期値を

（0，2，0），（2，0，汀／2）としたときの最適軌道は、それぞれ図11，12のようになる－。3ヰ2
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節における手法により求めた粘性解でも、3．4．1節の手法により求めた粘性解を用

いた場合と同様の軌道が得られることがわかる。また、初期値が（2，0，灯／2）の場

合には、4．1のときと同様の理由からy座標にオフセットが生じている。3．4．2節

の手法では、4，4節で比較するように3．4．1節の動的計画法による手法にくらべて

計算時問が大幅に短縮される■ことから、粘性解を求めるきわめて有効な手法であ

るといえる。

次に、最適制御則を3．5．2節の手法で計算し、シミュレーションをおこなった。

なお、ここでは4．1と同様に、表3の格子間隔△ご＝0．25，△y＝0．25よりもやや大

きい範囲を粘性解を求める範囲とした表4のようなパラメータを用いて粘性解を

計算し、三輪移動体が－0．3≦∬≦0．3かつ一0．3≦y≦0．3の範囲内に入ったと

きには、表4のパラメータにより求めた粘性解に切りかえて最適軌道を計算した。

なお、表4のパラメータを用いて粘性解を計算した際には、表3のパラメータを

用いて粘性解を計算したときと同様に、計算開始時の鳥1をた1＝0とし、た1＞10

となったところで、Jt壱megをJt壱meβ′で置きかえた。

表4のパラメータを用いて得られた粘性解は、図13のようになる。図6と同様

に、原点近傍の微分不可能点および粘性解の微妙な形状をより正確にあらわして

いることがわかる。

初期値を（0，2，0）としたときの最適軌道は、図14のようになった。最初に0．1回

ほど前進してから、後進して漸近安定となる軌道が得られた。また、初期値を

（2，0，訂／2）としたときの最適軌道は、図15のようになった。粘性解を切りかえる

〇＝0．3のあたりから、さらに原点に近づいてし－くような軌道が得られた。

初期値を（0，0，訂／2）としたときの最適軌道は、図16のようになった。図9と同

様の軌道が得られていることから、表4のパラメータにより3．4．2節の手法で求め

た原点近傍の粘性解が、精度良く求められていることがわかる。

4．2．2　3ステップ先までを探索した場合

4．2．＿1節において使用した表3のパラメータのうち、た”＝3としてシミュレー

ションをおこなった。‰＝3とした以外は、4．2．1節とまったく同様にしてシミュ

レーションをおこなった。

61



図17は、β＝0における粘性解である。∬軸およびy軸上の微分不可能点がはっ

きりとわかり、粘性解となっていることがわかる。

この粘性解を使用し、3．5．1節の手法で最適制御則を計算した。初期値を（0，2，0），

（2，0，訂／2）とした場合の最適軌廼は、それぞれ図1町9のようになった。初期値が

（2，0，訂／2）の場合の最適軌道は、‰＝1の場合の図12と比べてより原点から外側

に膨らみ、原点近傍で原点に近付いていくという軌道となった。これは、た≠＝3

としたことにより、‰＝1の場合と比べてより大域的な計算をおこなったことに

より、得られた粘性解がより厳密なものとなったためであると考えられる。

次に、4．2．1節と同様に、最適制御則を3．5．2節の手法で計算し、シミュレーショ

ンをおこなった。先ほどと同様に、・表3の格子間隔△ご＝0．25，△y＝0．25よりも

やや大きい範囲を粘性解を求める範囲とした表4のようなパラメータを用いて粘

性解を計算し、三輪移動体が－0．3≦∬≦0．3かつ一0．3≦y≦0．3の範囲内に

入ったときには、表4のパ．ラメ一夕により求めた粘性解に切りかえて最適軌道を

計算した。

初期値を（0，2，0），（2，0，汀／2）としたときの最適軌道は、それぞれ図20，21のよう

になった。特に初期値が（2，0，訂／2）の場合は、図19の場合と比べて、原点近傍で

の粘性解をより厳密に計算したことによりオフセットがなくなっていることがわ

かる。
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表3ParameterSfordynamicprogrammingprinciplewithrandomsearch

parameter value

上　　　　　　0．5【m］

tごmim，∬ふは】　ト3・0【m］，3・0【m】】

【‰in，yふは1　ト3・0【m】，3・Otm】】

【βmiれ，βmは】　　t－巾adl，巾ad】】

恥l恥）御　　　　　24）24）24

［ulmim，ulm．LJ［－6・O［m／sec］，6，0［m／sec］］

［髄2mim，祉2mは】t－6・0【m／sec】，6，0［m／sec】】

△r O．1【sec】

入・．．　　　　　　　」

Jtまmeβ　　　　　　　　300

J王宮meβJ　　　　　　　　30

Ⅵ畑～8du伽ndβ＝0－－－－
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表4Parametersfordynamicprogrammingprinciplewithrandomsearcharound

theorlgln

paJameter Value

エ■　　　　　　0・5【mj

【訂min，£m8Ⅹ】　ト0・3tm】，0・3【m］】

【ymin，ym8Ⅹ】　ト0・3【m】，0・3【m］】

【βmim，βmは】　　卜巾ad］，巾ad］】

恥，侮，叩ク　　　　12，12，12

【ulmiA，ulm．x】ト6・0［m／sec］，6，0［m／sec］］

【Ⅷ2mim，≠2m．x】ト6・0【m／sec】，6，0【m／sec］1

△r O・1【sec】

たれ

摘血朗

J重言meβl

1

300

30
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4．3　障害物がある場合の粘性解を用いた最適制御

ここでは、3．6節の、解を求める範囲内に障害物がある場合の粘性解の計算法を

用いて粘性解を計算するシミュレーションをおこなった。シミュレーションI土使

用したパラメータは、表5のとおりである。なお、4．2節と同様に、計算開始時の

た1をた1＝0とし、た1＞10となったところで、裾meβを摘血朗′で置きかえた。

図22は、3．6節における手法を用いて求めたβ＝0における粘性解である。

∬∈ト0．5，0．5】ny∈【0．5，1．Ojの範囲には障害物があることから、この範囲におけ

る粘性解は定義されておらず、Ⅴの値が0となっている。y＜0においては、訂

軸上に微分不可能点が存在することが見てとれるが、y≧1．0においては微分不

可能点がェ軸上にあるあゝどうかは明確に見てとることができない。そこで、本節

では最適軌道の計算法として3．5．1節の一次近似の方法のみを用いることとする。

初期値を（0，2，0）としたときの最適軌道は、図23のようになった0式（153）（154）

の制御別のみで障害物を回避し、漸近安定となっていることがわかる。これは、

3．6節における手法で求められた粘性解が、障害物を回避できたということを意味
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している。

また、初期値を（0，1，訂／2）としたときの最適軌道は、図24のようになった○こ

のとき、三輪移動体が障害物に接触しているように見えるが、これは障害物との

衝突判定の際に三輪移動体の車幅を考慮せずに、三輪移動体の位置ご，yが式（229）

であらわされる範囲内にある■かどうかのみを判定しているためである。

初期値が（0，1．5，訂／2）のときの最適軌道は、図25のようになった。この場合は、

障害物の中を通過するような軌道となってしまった。これは、粘性解Ⅴは障害物

を避けるように計算されているが、3．5．1節のように粘性解Ⅴの偏微分値を一次

近似した場合には、部分的に真の偏微分値とは大きく異なってしまう場合がある

ということと、微分不可能点が格子点問に存在するためではないかいうことが考

えられる。そこで、軌道が障害物を通過してしまうことをさけるためには

●障害物内における粘性解の値として、そのまわりの粘性解の債よりも大き

い値を仮想的に設定する。これによって、障害物の内部から外部に向かう

方向の軌道を得ることができる。

●最適軌道を計算する際に必要な粘性解の偏微分値を計算する際に、入力ul

の符号が変化する前の粘性解の値のみを用いて構成したスプライン関数と、

符号が変化した後の粘性解の値のみを用いて構成したスプライン関数の交

点を微分不可能点として、格子点問の微分不可能点を厳密に求める。

という手法が考えられる。
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表5ParameterSWithobstacle

parameter vdne

エ　　　　　　　0・5回

【∬miれ，笹mは】　　ト3・0【m】，3・Ot瑚

tymim，‰弧］　　ト3・0【m］，3・0［m】】

【βmim，βm眼】　　ト巾adl，巾ad］］

侮）りy？り〃　　　　　24〉24）24

［ulmin，ulm．x］ト6・0［m／sec］，6，0［m／sec］］

【u2min，u2m8Ⅹ】＝－6・0［m／sec］，6，0［m／sec］］

【〇咄min，ご咄mば】　ト0・5【mj，0・5［m】1

【肌噸min，y咄m弧］　［0・5【mい・0【m】］

△r O・1【sec】

‰

Jt盲meg

Jf壷meβJ

1

300

30
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4．4　計算時問の比較およぴシミュレーション結果の考察

粘性解の計算にかかった時間を表6にまとめた。表1，2の動的計画法による粘性

解の計算法では、計算が終了するまでに6日以上かかっている。これは、各格子

点において、解を求めるすべての範囲内にたいして移動するためのコストを計算

しているからである。あきらかに最適解がないと思われる部分にかんしても、最

適解があると思われる部分の探索とまったく同じに探索をおこなうことから、そ

の分計算にかかる時間も多くなるということである。

それにたいし、表3，4のランダム探索を用いた動的計画法による粘性解の計算

法では、それぞれ2時間を切る計算時聞となり、大幅に計算時間が短縮されてい

る。これは、最適解に近い値が得られた後は、最適解がない部分まで無駄に探索

することはないので、動的計画法による計算法にくらべて大きく減少するからで

ある。また、この計算方法では、現在の最適解よりも億が大きくなる方向にすす

むことはなく、解は収束する。ただし、入力をランダムに発生させることから、

発生した入力が完全にランダムではなくある種の規則性をもっているような精度

の悪いものである場合には、探索範囲がある特定の領域に限られ、得られる粘性

解の精度が悪くなる可能性がある。できるだけ完全な乱数に近い乱数発生関数を

用いることが望ましい。

また、表5の障害物がある場合の粘性解の計算においては、表3の計算時間に

障害物との衝突判定にかかる時間が加わっていることから若干計算時聞が延びて

いるが、それでも2時間19分と、動的計画法を用いた計算法にくらべて、はるか

に短い時間で粘性解を求めることが可能となっている。3．4．2節の手法では3．4．1

節の動的計画法による計算法にくらべて計算時間が非常に短いことから、複数の

障害物がある場合など、粘性解を計算する際にさらに多くの条件を考慮する必要

がある場合に利用できる。

本論文で提案した、Hamilton－Jacobi偏微分方程式の粘性解を求める手法の特

徴をまとめると、以下のようになる。

動的計画法による粘性解の計算法（3．4．1節）

・解を求める範囲内に構成した格子点のそれぞれにおいて、解を求める範囲
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内のすべてにたいして最適解の探索をおこなうことから、求めた粘性解は

厳密なものであるが、計算時間がかかる。

ランダム探索を用いた動的計画法による粘性解の計算法（3．4．2節）

．最適解の探索の際に、直通解がない部分の探索を何度もくりかえしおこな

うことがないので、計算時間が短い。得られた粘性解の精度も、シミュレー

ションの結果により、動的計画法により求めた粘性解と同様の、精度の良

いものとなることがわかった。

．探索の際にランダムに発生した入力を用いて探索をおこなうことから、乱

数発生関数が周期性をもつような精度の悪いものである場合、得られる粘

性解の精度が悪いものとなる可能性がある。

障害物がある場合の粘性解の計算法（．3・¢節）

●－3．4．2節の最適解の探索に、障害物との衝突判定を加えることによって得ら

れた粘性解を用いて最適制御則を計算することにより、障害物を回避する

ような最適軌道を得ることができる。

表6　Calc111ationtime

usedparameter．time【hour：min］

Tablel　（0Ver6day＄）

Tb．ble2　　（over6days）

Table3　　　　　　1：40

Table4　　　　　　1：00

Table5　　　　　　2：19
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5．おわりに

本論文では、非線形系における2つの特異性について扱った。第一が、Hamil－

tonianを入力にかんして最小化することのできない非線形非標準‰制御問題で

あり、第二がHamilton－Jacobi偏微分方程式がなめらかな解をもたない、ノンホ

ロノミックシステムの制御問題である。

2章では、触からzまでの直達項ム2（∬）と、Ⅷからyまでの直達項ぬ（∬）がフ

ルランクではないという非標準∬∞制御問題を考え、この間題が可解となるため

の十分条件を導いた。

3章では、ノンホロノミックシステムの最適制御問題についてあつかった。ノ

ンホロノミックシステムのひとつとして具体的に三翰移動体をとりあげ、最適レ

ギュレータを構成することを目的として、その際に必要なHamilton－Jacobi偏微

分方程式の解として、微分不可能点をもつことを許した大域的な唯一の解である

粘性解を求める手法について提案した。まず動的計画法により粘性解を求める手

法を提案し、次にランダム探索を用いて計算速度を短縮させる手法について提案

した。

続いて、このようにして得られた粘性解を用いて最適制御則を計算する二つの

手法を提案した。まず、粘性解の偏微分値を一次近似により計算する手法を虚実

した。そして、粘性解の偏微分値が不連続となるように、粘性解の微分不可能点

を考慮してスプライン関数を構成して最適制御別を構成する手法を提案した。

また、これらの手法を応用し、三輪移動体の移動できる範囲内に障害物がある

場合の粘性解の計算法を提案した。そして、不確かさを含んだ三倫移動体のモデル

にたいして非線形∬∞制御を適用し、最適制御則を計算する際に必要なHamilt。n＿

Jacobi一Is姐CS偏微分方程式の粘性解を計算する手法についても捷案した。

4章では、提案した手法を用いて三輪移動体の最適制御のシミュレーションを

おこない、それぞれの手法の特徴についての考察をおこなった。そして得られた

結果から、本論文で提案する手法の有効性を確認した。

本論文で提案したHamilton－Jacobi偏微分方程式の粘性解の計算法は、計算時

問および得られた粘性解を記憶する容量が、粘性解を求める範囲や格子点の数に

依存するという問題点はあるが、さまざまなノンホロノミックシステムにたいし
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て最適レギュレータを構成することに応用できる。特に、リンクの数よりもアク

チュエータの数が少ないUnderActuatedManipulatorとよばれる系は、ド1）フ

ト項をもつことから入力が0のときにも状態が変化し制御が困難であるが、最適

レギュレータを構成し、粘性解を用いて不連続フィードバック則を計算すること

で漸近安定とすることが期待できる0このような系におけるHamilton－Jacobi偏

微分方程式の粘性解の計算および最適レギュレータの構成を、今後の課題のひと

つであると考えている。
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付録

A．有限差分近似法

Hamilton＿Jacobi偏微分方程式の粘性解を求める別の手法として、有限差分近

似法とよばれる手法がある［22】【23】。ここでは、三輪移動体にたいして最適レギュ

レータを構成する際に必要となるHamilton－Jacobi偏微分方程式の粘性廃を、有

限差分近似法により求める手法をまとめる。

A．1有限差分近似法を用いた三輪移動体におけるハミルトン・ヤ

コピ方程式の粘性解の計算法

式（146）であらわされる三輪移動体にたいして、次の評価関数を最小化するこ

J＝上り働・㌔可成＋わ（仙））　（2呵

ここで、エ′（仙）岬、最終時刻における状態の関数であり、項0）＝0とする。

すなわち、この評価関数は、fJ→∞とすることによって式（151）の評価関数と

一改する。

また、式（2鑓）の最小値を、次のように定義する○

Ⅴ（ち¢）＝増nJ　　　　　　　（2叫

式（2幻）の評価関数が、有限の区剛∈【0刃における状態¢と入力≠を評価し

ていることから、この最小値は時間の関数となる。電f→∞とすることによって、

これは¢のみの関数となる。

式（284）を、初期時刻を孟0として、次のように変形する。

鞠¢）＝増n（仇折£1（拘＋品碑）（285）
ここで、Ⅴが電と¢の関数であることを考慮してfl→foとすることによって

恥嫁髄）＝増堵「芸刷・可＝0（▼甲6）
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となる。これを髄にかんして偏微分して整理することにより、式（153）（154）の最

適制御則が計算できる。このとき、Hamuton－Ja∽bi偏微分方程式は

紬濁＝ふ（芸＋芸co勅＋芸軌・冨・呈剋2
＋∬2＋㌔＋が＋頑＋戒

）

芸一芸〈（芸）2誹＋2芸芸c血β・（芸）2血β

・去（芸）2〉
＋㌔＋㌔＋〆＝0　　　　　　　（畏7）

となることから、有限差分近似法を用いてこの粘性解Ⅴ（ち，¢）（≧0，y（ね，0）＝0）

を求める。

有限差分近似法を適用するにあたり、まずは粘性解を求める範囲を、原点と原

点に可到達な範囲を含むように式（15蝋159）（160）のように決定し、この範囲内

に式（164）（165）（166）のように格子を構成する。また、入力町≠2の範囲を、そ

れぞれ式（179）（175）のように決定する。

次に、格子点（車ザにおいて、有限差分近似法を用いて粘性解を計算す
る。有限差分近似法では、式（加7）のVに関する偏微分項を■一次近似する。まず

は離散化時間を△rとして、以下のような近似をおこなう。

芸た嘲凍ト㌢△瑚　　（呵
Ⅵは、Ⅴを離散化した値である。次に、状態にかんする偏微分項を一次近似す

る。このとき、偏微分項にかかる関数の符号におうじて、次のように近似をおこ

なう。

∂V

∂〇

∂Ⅴ

∂y

∂Ⅴ

∂∂

穴ゴ

〈

〈

〈

均（わ声汁△止，恥J㌦トヤ証わ茜相加β）
△鷹

均一句碑J，恥胤）－Ⅶ（ね声I－△省，ym乱）
△重

職（h声l肋．＋△y，βれ）一均（旬声J，肌れβn）

△y

l七（わ声l，帥，βれト鴨仇声l，帥．，－△y∂れ）
△y

鴨（h声l，帥両‰＋△βトⅥ（fo，訂I，‰βれ）
△♂

Ⅵ（旬声J，恥んト均（旬声l，yれ，‰－Aβ）
△♂
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（…ん1と0）

（血助1≧0）

（血中1＜0）

（主戦≧0）

（主戦＜0）

（289）

（29呵

．（鍋1）



なお、有限差分近似法による計算が収束するためには、次の条件を満たしている

叫叫…嘲・軸血β・叫＋叫主副△訂≦△㌔・（親）

このとき、式（加7）を整理す■ることにより、点（恥ym，βれ）における偽は、次の

ように計算できる。

仇（ち－△r，¢）

彗！n
〈

＋（聖（c曲）＋＋叫㌍岨（s軌）・
＋

＋

＋

Ⅵ（fo，勒‰，β＋△β）1
（言明）＋△β

Ⅵ（電0，∬J－△£，ym，軋）
△∬

鴨（ち，恥‰，β－
△β

偽（to，恥‰，β恥）

△∬

Ⅵ（毎，恥‰，β）
△β

△β）（主戦）一

lc00紬1け

1

i喝

＋㌔＋㌔＋〆＋髄…＋戎

ここで、（・）＋，（うーは

1）＿＋坤（血叫－
△y

鴨（毎，恥ym，れ）

△y
lshβ叫

ト、）

（・）＋＝（

（・）－＝〈

・（・≧0）

0（・＜0）

・（・≦0）

0（・＞0）

（調3）

（29叫

（狛5）

である。

式（鍋3）を満たす入力輿，喝の探索は、式（179）（175）の範囲をそれぞれA‡，入2
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叫‘＝叫止血＋麺デ坐…＝0，…，入1）

物＝吸血＋竺聖岩盤…＝0，・・・，入2）

（296）

（加7）

とあらわし、叫‘，物を式（加3）に代入して右辺を計算する。これを盲＝0，‥・，入1，

メ＝0，・t・，入2にかんしてくりかえし、式（銅3）の右辺を最小とするものを、点

（恥ym，軋）における惰（fo－△r，¢）として記憶する0

これを粘性解を求める範囲内のすべての格子点においておこない、すべての格

子点における佑（h－△r，¢）と鳩（f。，¢）の値の差が十分小さくなるまでくりかえ

す。この差が十分に小さくなったならば、鴨（ち一△r，¢）を求める粘性解として

終了する。

以上をまとめると、有限差分近似法による粘性解の計算法は、次のようになる。

Stepl粘性解を求める（∬，飢β）の範囲を、式（158）（159）（160）のように原点と原

点に可到達な領域を含むように決定する。そしてこの（∬，肌β）の範謝をそ

れぞれ‰恥湖分割し、式（164）（165）（166）のように格子を構成するo

Step2入力叫，勒の範囲を、それぞれ式（179）（175）のように決定す予o

Step3叫．，現にそれぞれ式（鍋6）（297）であらわされる叫わ物を代入し、式（器3）

の右辺を計算する。これを壷＝0，…，入1，j＝0，…，入2にかんしてくりかえ

し、式（鍋3）を満たす値を、点（恥ym，β几）における鴇として記憶するo

Step4Step3を粘性解を求めるすべての範囲内の格子点においておこなう。

そして鴇（to－△r，¢）と鴨（ち，¢）の値の差が十分に小さくなったならば、

鴨（ゎー△r，¢）を求める粘性解として計算を終了する。そうでなければ、

Step3にもどる。

式（鯛2）の収束条件を満たすような時間間隔△rおよび格子間隔△∬，△飢△β

を考える際には、入力の上限、下限も収束条件に関係してくることから、この値

も含めて収束条件を満たすように決定する必要がある。
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A．2　シミュレーション結果

三輪移動体に最適レギュレータを構成する際に必要なHamilton－Jacobi偏微分

方程式の粘性解を、有限差分近似法により計算するシミュレーションをおこなっ

た。使用したコンピュータはAIphaServer8400であり、C言語によるプログラム

を用いた。

シミュレーションに使用したパラメータは表7のとおりである。なお、ここで

は△r＝0叫sec］とした。これは4節において用いた△r＝0．1rsec】では

△∬＝＝2．5，△y＝2．5，△β＝2．62

】cos叫≦6・0，lsin叫≦6・0，は祉21≦12・0

（298）

（299）

であることから

△r（△可cosβ・叫＋△王再in♂・叫＋△βl圭％21）△∬≦0・6144　（300）

△〇2＝0・0625　　　　　　　　　（301）

となり、式（292）の収束条件を満たさないからである。なお、表7において用い

△r（△申05β・叫＋△掴nβ・叫・△β率21）△ガ≦0・06144（302）

となることから、式（292）の収束条件を満たす。

図26は、有限差分近似法により求められたHami1ton－Jacobi偏微分方程式の粘

性解である。図3，10と同様に、訂軸およびy軸上に微分不可能点を見てとること

ができ、これが粘性解となっていることがわかる。

有限差分近似法を用いた粘性解の計算にかかった時間は、29時間56分であっ

た。表6より、この計算時間は3．4．1節の動的計画法による粘性解の計算にかかっ

た時間よりは早いが、3．4．2節のランダム探索を用いた動的計画法による粘性解の

計算時間よりもだいぶん長くなっている。この結果によっても、3．4．2節の手法が

有効であることがわかる。

得られた粘性解を用いて、最適軌道を計算した。ここでは、3．5．1節に串ける最

適制御別の計算法を用いてシミュレーションをおこなった。初期値を（0，2，d）と
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した場合の最適軌道は、図27のようになった。原点近傍においてy方向にオフ

セットが生じていることがわかる。これは、△r＝0．01としたことにより、表7

で設定した入力の範囲が、△r＝0．1である表1，3で設定した入力の範囲よりもせ

まくなってしまうからである。すなわち、厳密にはより遠い状態に移動するのが

最適であるとしても、探索範囲がせまいことにより、現在の状態の近傍において

は最適であるような解を最適解としてしまうためであると考えられる0

また、初期値が（2，0，訂／2）の場合の最適軌道は、図28のようになった0図5，12

と同様に、yにオフセットが生じている。これは、4・1節および4・2節において、初

期値を（2，0，訂／2）としておこなったシミュレーション結果の考察において述べた

理由によるものと考えられる。

表7ParameterSfor負nitediRerencenumericalapproximation

parameter vdne

エ　　　　　　0・5【m】

［ェmim，∬mは1　ト3・0【ml，3・Otm】】

【弘血，ym城1　ト3・0［m】，3・0【m】】

【Omin，Om漬】　　卜7T［rad］，7T［rad］】

侮，恥，勒　　　　24，24，24
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