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同次系の安定性解析と制御系設計に関する研究*

中村文-

内容硬概

同次ｼｽﾃﾑは,近年制御理論において非常に重要な役割を果たしているｼｽ

ﾃﾑである.同次ｼｽﾃﾑは非線形ｼｽﾃﾑではあるが,線形ｼｽﾃﾑと同棟に,

局所的な性質が大域的な性質と-致するという非常に良い性質をもっているうえ

に,線形ｼｽﾃﾑにはか､,有限時間整走制御器が構成できる,あるいは制御器

を設計することが非常に困難なｼｽﾃﾑとして知られている非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽ

ﾃﾑに対する制御則の設計にも適用可能などといった良い性質を持っている･

同次ｼｽﾃﾑには不連続なものも数多く存在する.例えば,ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞ

ﾓ-ﾄﾞ制御器のﾛﾊﾞｽﾄ性を維持しながら有限整走性を有する高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝ

ｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御器や,特走の条件下で厳密に信号の微分を求めることが可能な厳密

微分器などが不連続な同次ｼｽﾃﾑである.ところが,不連続な同次ｼｽﾃﾑに

っいてはほとんど研究がなされてこなかった.また,非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑに

対する時不変同次制御器についてはこれまで議論がされていなかった･

本論文では,第2章において基本的な概念である連続な同次ｼｽﾃﾑの持つ性

質について説明し,同次性の非常に有用な応用例である同次有限時間整走制御に

ついて考察する.

次に,第3章において不連続な同次ｼｽﾃﾑに対し,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲ

ﾝｸﾙ-ｼﾞｮｼを用いて安走性解析を行う.まずこれまでに得られている2つの

安定なﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝに対するLyapunovの走理の逆定

理を整理し,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝの平衡点に関して議論する･

･奈良先端科学技術大学院大学情報科学研究科情報ｼｽﾃﾑ学専攻博士論文, NAIST-IS-

DTOO61210, 2003年6月25日･
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その後,同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝを新たに提案し,同次ﾃﾞｲ

ﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝに対するLyapunovの定理の逆走理を与え証

明する.さらに,同次Lyapunov関数を用い漸近安走なﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲ

ﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝの収束性能と同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼi7ﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝのﾛﾊﾞ

ｽﾄ性を明らかにする.続いて,不連続な同次ｼｽﾃﾑの代表例である高次ｽﾗ

ｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御器と厳密微分器について安走性の解析を行う.

非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑは連続な時不変状態ﾌｲ-ﾄﾞﾊﾞｯｸでは安走化できな

いことが知られている制御器の構成が難しいｼｽﾃﾑである′.第4章では,その

ような非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑに対し新たに時不変の不連続同次制御器を提案す

る.本論文では,代表的な非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑであるﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑと

ﾏﾙﾁｼﾞｪﾈﾚ-ﾀの非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑに対し,不連続な時不変同次有限

時間整定制御器を濃案し,安定性を証明する.提案する手法は,これまで提案さ

れている手法と異なり,有限時間で整走し,制御則の構築が簡単で,制御入力が

無限大に発散する特異点を持たか-という優れた性質を持つものである.

ｷｰﾜｰﾄﾞ

同次ｼｽﾃﾑ,非線形制御,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ,非ﾎﾛﾉﾐｯ

ｸ,有限時間整定制御
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stability AnalysIS and ControI System Deslgn Of
● ●

Homogeneous Systems*

Hisakazu Nakamura

Abstract

Homogeneous systems are known as l羊nPOrtant nOnlinear systems in control

theory･ A homogeneous system has an advantage in that the local property co-

incides with theglobal one in the same way as a linear system, and has some

additional properties that the linear system does not have･ For example, there

exist homogeneousfinite-time systems and homogeneous controllers for nonholo-

nomic systems･

There also exist some discontinuous bomogeneous systems: high-order sliding-

mode controllers and exact differentiatorsI However, there have been few studies

conducted on discontinuous homogeneous systems?and none of those studies

focused on time-invariant homogeneous contro11ers for nonholonomic systems･

At tbe beginnlng Of tbis tbesis, bomogeneity witb dilation is reviewed･ Tbenﾌ

the homogeneousfini七e-time control is discussed as an effective application of

bomogeneity･

Next, the stability of discontinuous bomogeneous systems is analyzed uslng

a differential inclusion. Two similar results on the converse Lyapunov theorem

for differential inclusions are reviewed and unifiedinto one simple theorem･ A

new de&nition of a homogeneous differential inclusion is proposed and a converse

Lyapunov theorem for the homogeneous differential inclusion is proved. Moreover)

･ Doctoral Thesis, Department of lnformation Systems, Graduate School of hformation

science) Nara lnstitute of Science and Teclmology, NAIST-IS-DTOO61210, June 25, 2003･
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it is shown that the order of homogeneity of the homogeneous system indicates

the speed of convergence as the continuous homogeneous sys七em shows･ The

stability of the high-order sliding-mode control system and exact differentiator

system are also analyzed･

It is well known that nonholonomic systems cannot be stabilized by any time-

invariant continuous state-feedback contro11ers. In this thesis, discontinuous ho-

mogeneousfinite-time contro11ers for chained-systems甲･dfirst-order systems are

designed) and the stability of仙e controlled systems are proved･ The proposed

contro11er has superior properties such as no slngular point where a control input

has an in丘ni七e value, and it stabilizes the system in丘nite-time stabilization･

Keywords :

homogeneous system, nonlinear control? differential inclusion? nonholonomic?finite-

time control
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第1章はじめに

1.1.同次ｼｽﾃﾑとは

拡大つきの同次ｼｽﾃﾑは近年制御理論において非常に重要な役割を果たして

いるｼｽﾃﾑである.拡大付きの同次ｼｽﾃﾑは,従来より知られている古典的

な同次ｼｽﾃﾑの概念を拡張したものであり,線形ｼｽﾃﾑを内包する概念であ

る.以下,本論文では特に古典的と記述のか-際に同次とあれば,拡大付きの同

次を示すこととする.

常微分方程式系は動的な村象を記述する際に-般的に用いられる.本論文では,

-般的に以下の常微分方程式系を扱う.

霊- f(x) (1･1)
これまで,非線形制御の世界では式(1.1)においてf(x)が滑らか,すなわちxに関

して微分できるものだけを対象としてきており,滑らかなｼｽﾃﾑに対しては線

形近軌あるいは厳密な線形化といったようなｱﾌﾟﾛ-ﾁが知られている･しか

し,これらの手法はあくまで線形制御を基本とするため,線形制御でできなかっ

たことは実現できない.

それに対し,同次ｼｽﾃﾑは,線形ｼｽﾃﾑのような′(∬)が滑らかなｼｽﾃ

ﾑのほかに, f(x)がxで微分不可能なｼｽﾃﾑを含む･このため,､線形ｼｽﾃﾑ

とは異なり,たとえばｼｽﾃﾑを有限時間で原点に整定させることが可能な有限

時間整走制御器を構成することができる.さらに,同次ｼｽﾃﾑには不連続な物

も数多く存在する.例えば,ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御･器のﾛﾊﾞｽﾄ性を推持し

ながら有限整定性を有する高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御器や,特走の粂件下で

厳密に膚号の微分を求めることが可能な厳密微分器,あるいは非ﾎﾛﾉﾐﾂｸｼ

ｽﾃﾑに対する時不変制御器などが不連続な同次ｼｽﾃﾑである.
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同次ｼｽﾃﾑはこのように幅広い対象を含むｼｽﾃﾑであるが,線形ｼｽﾃﾑ

と同様に,局所的引生質が大域的な性質と-致するという非常に良い性質を持つ.

これは,局所的に安定な同次ｼｽﾃﾑは大域的に安走であり,局所的に漸近安定

な同次ｼｽﾃﾑは大域的に漸近安走であることを示している.この性質により,

同次ｼｽﾃﾑは-般の非線形ｼｽﾃﾑより解析がしやすくなっている.

本論文では,まず第2章で拡大付きの同次性について走義を述べ,その性質に

ついて解説する･さらに,′同次ｼｽﾃﾑではLyapunov関数が重要な役書陀果た

すため, Rosierによって得られた同次ｼｽﾃﾑに対するLyapunovの定理の逆走

理と同次Lyapunov関数を用いたｼｽﾃﾑ収束性能の推測について解説する.次

に,同次性の非常に有用な応用例である同次有限時間整定制御について述べる.

同次有限時間整定制御は非線形の有限時間整定制御の中でも,高次積分系への適

用が可能,整走時間を推測できるなどの良い性質を有してﾔ､る.本章ではさらに

同次有限時間整走制御器について得られた性質を述べ,その証明を行う.

先に述べたように,同次ｼｽﾃﾑの中には不連続なものも存在する.ところが,

不連続な同次ｼｽﾃﾑについてはほとんど研究がなされていない.そこで,本論

文ではﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝを用いて不連続な同次ｼｽﾃﾑに

ついて解析することを考える.第3章ではﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮ

ﾝについて簡単に解説し,不連続な常微分方程式系とﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝ

ｸﾙ-ｼﾞｮﾝの対応について述べる.また,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮ

ﾝに対するLyapunovの定理の逆定理について,これまでに得られている走理ほ

仮定が各々異なり非常に利用しにくいものとなっているため,これらの仮走を整

理し利用しやすい定理を与える.次に,同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮ

ﾝを提案し,不遵続な同次ｼｽﾃﾑが同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ

に対応付けられることを示す命題を与える.それから,同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･

ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝた対するLyapunovの逆走理を与え,証明を行う.さらに,同

次Lyapunov関数を用いることで,不連続な同次ｼｽﾃﾑに対しても連続な同次

ｼｽﾃﾑと同棟に収束性能を簡単に推測することが可能であることを示し,これ

まで得られている不連続な同次ｼｽﾃﾑが有限時間で整走することを確認する.

同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝの応用例として,不連続な同次ｼｽ
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ﾃﾑの代表例の1つである高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御について簡単に述べ,

ｼｽﾃﾑを解析する.その後,同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝを用

いて同次ｼｽﾃﾑのﾛﾊﾞｽﾄ安走性についての条件を与え,証明を行う.この結

果を用いて,同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝのﾛﾊﾞｽﾄ性が非常に

重要な役割を果たす厳密微分器に対して収束性の保証を行う.

第4章では,まず, 1次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する同次有限時間整走制御

器を提案する.本章で提案する制御器はこれまで得られていなかった,入力が発

散する領域を持たない,有限時間で整走する,時不変不連続制御器である･また,

はめ込み系を用いることにより,車両系に対してﾁｪｲﾝﾄﾞﾌｵ-ﾑを経由する

ことなくﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する制御器を若干改良するだけで適用できる手

法を提案する.次に,同棟の手法を用いて高次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する同

次有限時間整走制御器を提案する.本章で提案する制御器はこれまで得られてい

なかった, -切ﾌｲ-ﾄﾞﾌｵﾜ-ﾄﾞ要素をもたか､,有限時間で整定する,時不

変不連続制御器であり,その有効性をｼﾐｭﾚ-ｼｮﾝを用いて確認を行う･本

章の最後に,非常に制御が因難なことで知られているﾏﾙﾁｼﾞｪﾈﾚ-ﾀ型の非

ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑに対して制御則の構築の指針を与える.本章で扱うｼｽﾃ

ﾑは, First OrderSystemと呼ばれるもっとも簡単なﾏﾙﾁｼﾞｪﾈﾚ-ﾀｼｽﾃ

ﾑとそれより制御が困難な2入力5状態の2ｼﾞｪﾈﾚ-ﾀｼｽﾃﾑである.これ

らのｼｽﾃﾑに対し,有限時間整走制御則を提案する.最後に本論文の結論と同

次ｼｽﾃﾑに対する今後の課題および今後の展望について述べる･

1.2.準備

本題に入る前に,本章では本論文において用いる基本的な用語,あるいは表現

について簡単に説明を行う.

ある集合Aを考えるとき, ∬が集合Aの要素であるとき∬∈Aと書き,集合β

が集合Aの部分集合であるときβ⊂Aと書く.

N,馴まそれぞれ自然数,実数を表わす.また, R+は実数の区間[0,∞)を表わ

す.また,単にx>0のような表現をおこなった際には暗黙のうちにx∈汲であ
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ることを仮走する.

また, f:AぅBと書くとき, fは集合Aﾌう､ら集合Bへの写像であることを表

し, x巾盆と書くとき,集合の要素xは盆に対応付けられることを示す.

ある状態量x∈Rnの時間微分dx/diを簡単に, iと書く.

あるx∈Rnおよびある関数V:RnぅRに対する偏微分記号∇を以下のよう

に定義する.

･v(x)- (欝･･:,箸)
特に,ある特走の変数xについてのみ考える際には∇xと書き,

∇xV(i,x) -
∂V(i, x) ∂V(i, x)

∂xl '…'∂xn

(1.2)

) (1･3)

と走義する.記号(･,･)は通常の内積をあらわす.また,集合の測度に関して, pi

はRiのLebesgue測度であると走義する.

また, JJxJlのように表現するとき,これは通常のEuclidﾉﾙﾑを表わす.

定義1.1 (開球). BE(x)は中心をxとする半径Eの開球,すなわち

BE(x)-‡y∈Rn川y-xJl <E)

である.□

定義1.2 (閉球).房市は中心をxとする半径Eの閉球,すなわち

房両-(y∈Rnl[Ly-xff ≦E)

である.ﾛ

(1.4)

(1.5)

定義1.3 (凸包). co(A)は集合Aの凸包を示す. □

定義1.4 (凸閉包).西(A)は集合Aの凸閉包を示す.□

定義1.5 (局所有界).集合値写像F(x) :Rn lRnが局所有界であるとは,ｺﾝ

ﾊﾟｸﾄ集合K⊂Rnに対し,任意のx∈Kにおいて

F(x) ⊂ BM(0)

が成立するようなM>0が存在することを言う. □
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定寿1.6 (上半連続).集合値写像F(x) ‥Rn →Rnが上半連続であるとは,任意

のE>0に対して

llx-xlll <6⇒F(x') ⊂F(x)+BE(0) (1.7)

であるような∂>0が存在することを言う.ﾛ

本研究では符号付べき乗を数多く億用する.そこで,表記(a)b(s-)はaの符号付

b乗を示す.すなわち,

ab(s-) - IaTbsgna

とする.このとき, sgn関数は以下のように定義する･

sgn(x,-〈 ;1 ('xx2'.0,'

(1.8)

(1.9)

本論文の後半で, Lieかっこ積を便用するので, Rn上での定義を以下に示す･

定義1.7.状態∬∈Rnおよび,ﾍﾞｸﾄﾙ場f,g:RnうRnを考える･このとき,

Lieかっこ積[,]は次式で定義される･

[f,g](x) -霊f(x) -筈9(x) (1･10)
□

状態x∈Rnおよび,ﾍﾞｸﾄﾙ場f,g:RnうRnを考えたとき,記号span(‡は

次式のように走義される.

span(f,9) - ‡af+b9[a,b ∈ R)

5
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第2章同次ｼｽﾃﾑと同次有限時間

整定制御

2.1.拡大付き同次性

まずはじめに,本論文の主題である,拡大付きの同次性について解説しよう.

拡大付きの同次性はRotbschildら[27]による準楕円型偏微分作用素の解析のため

に1976年に初めて提案された.制御理論にもっとも早く導入したのはDayawansa

らだと考えられており, 1990年代初頭にはHermesにより制御界に広められた.

｢同次｣という言菓を聞くと,たいていの人は線形の同次微分方程式を想像する

のではないだろうか･この従来の意味の｢同次｣関数(今後古典的な同次とよぶ)

は以下のように走義される.

定義2･1 (古典的な同次関数).任意のE ∈馴こ対して次式が成立するとき関数

V:Rnぅ汲はk∈R次の古典的な同次であるという.

V(EXl,… ,EXn) - Ekv(x) (2.1)

[ｺ

また,古典的な同次ﾍﾞｸﾄﾙ場とは以下のように走義されたﾍﾞｸﾄﾙ場のこと

である.

定義2･2 (古典的な同次ﾍﾞｸﾄﾙ場).任意のE ∈馴こ対して次式が成立するとき

ﾍﾞｸﾄﾙ場f‥RnぅRn, f(x)-(fl(x),- ,fn(x))はた∈R次の古典的な同次

であるという.

fi(EXl,･･･ ,EXn)-Ekfi(x), i-1,- ,n.

6
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また,あるｼｽﾃﾑ盆-f(x)はﾍﾞｸﾄﾙ場f(x)が同次であるとき同次ｼｽﾃﾑ

という.口

この走義により,線形の常微分方程式系i-Axは1次の同次ｼｽﾃﾑである

ことがわかるであろう.

この走義が結局何を述べているかというと,あるxをE倍しても関数,あるい

はﾍﾟｸﾄﾙ場(ｼｽﾃﾑといってもいいだろう)の性質は変わらないことを意味し

ている.もちろん, Eは任意の実数であるから,大域的到生質も局所的到生質も

同じと結論づけることができる.

このような古典的な同次関数を扱う療に次のEulerの公式が非常に重要な役割

を果たしている.

定理2.1 (Eul占rの公式).関数f:Rn →政がk次の古典的な同次やあるとき次

式が成立する.

n

∑xi警-kf(x) ∀x∈Rn
i=1

(2.3)

ﾛ

このEulerの公式をもう少し拡張して以下のような式を考えよう.

n

∑riXi警-kf(x) riER(i-1,2,-,n),Vx∈Rn (2･4)
i=1

この式が成立するように拡張された同次関数が,本論文のﾃ-ﾏである拡大付き

の同次関数である.以下にまず拡大の走義を述べよう.

定義2.3 (拡大).ある拡大係数r-(rl,r2,･･･,rn) (ri>0, 1≦i≦n)が存在し

て,任意のE>0に対し次式が成立するとき,同相写像△言は拡大であるという･

△rE(x) - (Erlxl, - ,ErnXn)

ここで(xl,･･･,Xn)は適当なRn上の座標である･ □

このとき,同次関数とは以下のように走義される関数である.
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定義2･4 (同次関数)･次式が成立するとき関数v:Rnぅ馴ま拡大△Erに開して

k∈汲次の同次であるという.

V(△;(x)) - Ekv(x) (2.6)

ﾛ

ﾍﾞｸﾄﾙ場,あるいはｼｽﾃﾑに対しても同棟に走義することが可能であり,

以下のようになる.

定義2･5 (同次ﾍﾞｸﾄﾙ場)･次式が成立するときﾍﾞｸﾄﾙ場f:RnぅRn, f(x)-

(fl(x),･･･ ,fn(x))は拡大△;に関してk∈政次の同次であるという.

fi(△;(x)) -Ek'rifi(x), i- 1,- ,n. (2.7)

あるｼｽﾃﾑi- f(x)はﾍﾞｸﾄﾙ場f(x)が同次であるとき同次ｼｽﾃﾑとい

う.□

ここで,同次ﾍﾞｸﾄﾙ場の同次次数の走義は古典的なものと異なるため注意し

なくてはならない.

これらの走義は-見しただけでは非常に理解しづらいと思われるので例をあげ

よう.

例2.1.以下のような2変数関数v:R2 →馴ま拡大△皇1,2/3)に関して2次の同次

である.

V(x) -x誓+x亨

v(EIxl,E2/3x2) - (EXl)2 + (E2/3x2)3 - E軍v(x)

証明

(2.8)

(2･9)

[ｺ

このような拡大付きの同次を考えたときには以下の同次ﾉﾙﾑを考えると非常

に便利である.
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定義2.6 (同次ﾉﾙﾑ).拡大△言に関して1次のn変数同次関数RnっR'

‖xll(r,p) - (Ixll号+ -+ IxnI莞)圭 (2･10)

を拡大△rEに関する同次p-)ﾙﾑという･口

このようにして走義された拡大付きの同次関数はもちろん拡張Eulerの公式が

成立する.

定理2.2 (拡張Eulerの公式)･関数f : Rn →汲が同次であるとき次式が成立

する.
n

∑riXi警--f(x) rieR(i-1,2,-･,n),Vx∈Rn (2･11)
i=1

□

拡大付きの同次性に対して,拡大係数γに関する以下の命題が成立する[14]･

命題2.1. (Hong:2001)関数V : Rn-→ Rは拡大係数r - (rl,･･･ ,rn)に閑して

k∈R次の同次であると仮走する.このとき, Vは拡大係数r- (prl,- ,Prn),

p>oに関してpk次の同次である･ﾛ

ﾍﾞｸﾄﾙ場に村しても同様に以下のような命題が成立する.

命題2.2.ﾍﾞｸﾄﾙ場f:RnうRnは拡大係数r-(rl,-,rn)に関してk∈R

次の同次であると仮走する･このとき, fは拡大係数r-(prl,･･･,Prn), P>0

に関してpk次の同次である.口

証明は命題2.1の証明【14]と同棟であるので省略する･

したがって,拡大係数の値自体には意味はなく,その比のみが重要な情報であ

る.また,同次次数も変わるため特に重要度の高い情報ではか-･

同次関数の微分に関して以下の禰題が成立する.

補題2.1. (Rosier:1992)関数V : Rn →Rは拡大係数r - (rl,- ,rn)に関して

k∈汲次の同次であると仮定する.このとき,

∀x - (xi)i=1,...,n ∈ Rn＼‡0),∀E > 0 (2･12)



芸(Erlxl,･- ,Er-xn) -Ek-ri芸(xl,･･･ ,Xn) (2.13)

が成立する. □

このように拡大付きの同次性を述べて来たが,実は拡大付きの同次性は古典的

な意味での同次性の座標系を変えただけである.これは以下の命題によって保証

できる.

命題2･3 (同次関数の等価性)･関数V : Rnぅ政は拡大係数r- (rl,-･,rn)に

関してk∈R次の同次であると仮走する･このとき,新しい座標系をxi-虎;i(s-)
と選べば関数

V(51,虎2,･･. ,虎n) - V(或1(s1,孟r22(s-), … ,孟:n(5))

は古典的な意味での同次関数である. □

Proof. Vは同次であるから,

(2.14)

V(Erlxl,Er2x2, - ,ErnXn) - Ekv(xl,X2,･･ ･ ,Xn) (2.15)
､

が成立する. -方,

v(x) - v(壷;1 (s-),孟;2(s-), … ,孟;n(言))

であるから結局次式が得られる.

(2,16)

V(Eil, - ,Ein) - V(Er15;1 (s-), Er2F22 (sl, … , Er甥(言)) (2.17)

- V(Erlxl,Er2x2, ･ ･. ,ErnXn)

- Ekv(xl,X2,… ,Xn)

- E吋(5)

同様にして以下の命題が得られる.
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命題2.4 (同次ﾍﾞｸﾄﾙ場の等価性)･ｼｽﾃﾑ

i - f(x) (2.21)

を考える.ここで,ﾍﾞｸﾄﾙ場f:RnlRnは拡大係数r-`(rl,-,rn)に関し

てk∈R次の同次であると仮定する.このとき,新しい座標系をxi-i;i(s-)と選

べぼ孟に対するｼｽﾃﾑ

壷-f-(孟)

は古典的な意味での同次である.ただし, Jを以下のように定義する･

f(i) -霊f(i)
□

(2.22)

(2･23)

2.2.同次関数の正定性および負定性

制御理論において,関数の正走性,あるいは負定性を調べることがよくある･

線形制御理論では, 2次関数の判別式を用いて正定性を調べたが,同次ｼｽﾃﾑ

ではすべて2次関数の判別式に頼ることはできない.そこで,これまで同次ｼｽ

ﾃﾑでは,以下に示すYoungの不等式[14】を用いて関数の正定性を調べてきた･

補題2.2 (Youngの不等式)･ (Hong:2001) a,b,y>0とすろ･このとき,次式が

成立する.

ya ≦ yl+b + al+1/b (2･24)

□

しかし, ＼このⅦungの不等式もまた非常に限走的にしか用いることができな

い.そこで,本節では, 2変数の同次関数に対して,正走性を判別するための定

理を与える.

定義2.4で同次閑数についての走義を述べたが, 2変数の同次関数f :R2 1R

に関しては, 2次関数の判別式のような以下の補題が得られる･
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補題2.3.拡大△皇1,q)に関して同次な関数

f(x,y) - aJxfα+bx[yl軍sgny+clyl;

を考える.ここで, α>1かつa,b,c,q∈政とする.このとき､もし

afcJα~1sgnc･αα > (α- 1)α~1IbJa

が成立するならば､ (x,y)-(o,o)を除いて

f(x,y)>0 (a>0)

f(x,y)<0 (a<0)

が成立する. □

Proof. f(x,y)のxによる2階偏微分は

∂2∫

∂.7:2
- α(α- 1)aJxIα~2

(2.25)

(2.26)

(2.29)

となり常に同符号である.したがって関数′は∬に関してα>0のとき凸であ

り､ α<oのとき凹である･したがって唯-の極値を持ち,それが最小(凸の場

合)または最大(凹の場合)となる.以下α>oと仮走する.まず∬の極億を求め

る. af/∂x-0を満たすxは

Eji ■- ('才 lyfi sgn(-by) (2.30)

となる｡このxを式(2･25)に代入すると, yに関する最小値関数g(y)が走義でき,

9(y,- ((⇒詣･c)･yl%
となる･したがって, 9が正定であるためには,

Fbl浩

向亭+c'0
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であればよい.これを整理すると,

alc]α~1sgnc･αα > (α- 1)α~1lbIα (2.33)

であれば, gは正走.したがってfも正定である･同棟の議論をa<0の場合に

おいても行うことにより,補題2.3が得られる. □

補題2.3および実数域のみを考えたときβ>0であれぼx巾Xβは同相写像で

あることから,次の定理が成立する.

定理2.3.拡大△皇1,Pq)に関して同次な関数

f(x,y) - afxlαβ +柑βsgnx･ IyI守sgny+clyl言(2･34)

を考える.ここで, α>1,β>0かつa,b,c,q∈政とする･このとき､もし

a[clα~1sgnc･ αα > (α- 1)α~1lb暮α

が成立するならば､ (x,y)-(0,0)を除いて

f(x,y)>0 (a>0)

･f(x,y)<0 (a<0)

(2.35)

が成立する. □

走理2.3を用いることにより, Ⅶungの不等式(補題2･2)より簡単に2変数の

同次関数の正走性を調べることができる.この結果は,特に,第3章および4章

でLyapunov関数の安走性を調べる際に利用する･

また,禰題2.3において, α-2,q-1とお桝ぎ,通常の2次関数の正走性,あ

るいは負走性の条件となる

4ac > b2 (2.38)

が得られていることに注意しよう.これから,走理2･3は2次関数の判別式の拡

張ということができる.
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2･3･同次ｼｽﾃﾑに対する同次Lyapunov関数

これまでに,同次性の持つ基本的到生質を述べてきたが,同次ｼｽﾃﾑの性質

については述べてこなかった.本節では,同次ｼｽﾃﾑの持つ非常に良い性質に

ついて述べよう.

同次ｼｽﾃﾑに対して, Rosierは同次Lyapunov関数の存在に関して以下の定

理を与えた.

定埋2･4･ (Rosier:1992)微分方程式系i-f(x)を考える.ここで, fは連続かつ

拡大係数r-(rl,･･･,rn)に関して同次であり, f(0)-0であるとする.

このとき,ｼｽﾃﾑよ-f(x)が局所弱漸近安定であるならば, cp級のk次の

同次Lyapunov関数が存在する･ただし, k,pはk ≧p･maxl≦i≦nriを満たすとす
る.□

このRosierによる走理は非常に重要である.まず,局所的に漸近安走であるな

らば,大域的にもこれが維持されるということが明らかになった点が第1点であ

り,漸近安走な同次ｼｽﾃﾑはかならず同次Lyapunov関数を持つということが

もう1点である.

すなわち,例えぼｼﾐｭﾚ-ｼｮﾝなどによって原点を含む開集合の境界上を

初期値とした時に,すべての解が原点に収束することを保証できれば,大域的に

も漸近安走であることが保証できるのである.また, Lyapunov関数を設計する

ときに,同次Lyapunov関数が存在することがわかっているので,非常に設計し

やすいという利点も持つ.

Sepulchreらは同次Lyapunov関数の性質を調べ,以下の命題にまとめた[28】.

命題2･5｡ (Sepulchre and Aeyels:1996)関数V : RnぅR'は拡大係数rに関して

k次の同次関数であるとする.このとき, vは以下の性質を持つ.

1･VのﾚべﾙｾｯﾄVs-‡xIV(x) -s (s>o)‡は同次である.すなわち,

Vs - ‡V(△;1/k(x))JV(x) - 1‡である.

2.VsはSn~1に同相である.

[ｺ
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なお,命題は他の定理等と重複するものを除いた･

同次Lyapunov関数を用いることにより,以下の定理が得られる･

定理2.5.拡大r-(rl,-･,rn)に関して同次なl次の同次ｼｽﾃﾑゑ-f(x)を

考える.ここで,ﾍﾞｸﾄﾙ場f(x)は局所的に弱漸近安走であると仮定する･こ

のとき,

1.1 > 0のときすべての解は任意の初期値から原点を含む任意の開集合に-

定時間以内で収束する.

2.l=0のときすべての解は指数安定である.

3.1<0のときすべての解は有限時間整走する.

ﾛ

走理2.5は3.7節の定理3.11の特殊な場合であるので,ここでは証明は割愛する･

このように,同次性は制御系を設計する,あるいは安定性の解析を行う上で非

常に有用な耽念である.

2.4.有限時間整定制御

本節では,拡大付きの同次性を用いることで,解析が非常に楽になる代表例と

して,有限時間整定制御について述べる.

時間情報を用いか､線形制御では不可能で,非線形制御では可能なことの-つ

の非常に有用な例が有限時間整走制御である.非線形の有限時間制御は, Haimo[11】

によってはじめに研究がなされたといってほぼ差し支えか-と考えられるが, Haimo

の研究では2次元のｼｽﾃﾑに対して特定の条件が満たされるとき｢有限時間で

整定する｣という性質が明らかになったに過ぎず,その議論は高次元に適用する■

ことはできない.

その後, Bhatらの研究[2]により,同次系を構成することにより非常に簡単に

有限時間整定性が得られることが明らかになった.これは,議論が非常に簡単で

あるだけではなく,状態が整走するまでの時間を保証することができる可能性を

示唆した.本論文では入力が無限大となるような特異点を持たずに収束時間が保

15



匪可能な制御則として,このBhatらにより提案された同次性を利用した有限時

間整走制御を用いる.

同次ｼｽﾃﾑに対する有限時間制御としてこれまでに得られている結果は次の

補題にまとめることができる【2],[13].

補題2.4.対象とするｼｽﾃﾑとして

i-f(x), f(0)-0, x∈Rn, x(0)-xo (2.39)

を考える.このｼｽﾃﾑ(2.39)が拡大△!rl,.･･,rn)に関してk次の同次かつ, l次の

同次Lyapunov関数v(x)が存在するとき, k < 0であればこのｼｽﾃﾑは有限時

間整走し,ある状態xにおける整走時間T(3),すなわちある状態xにおいて状態

が原点に整走するまでの時間,は

を‖e.Efp?-1 (
T(x) ≦ ~盲..e.琵慧=1

Ⅴ(e)竿

1/(e) )

と表現できる.□

不等式(2.40)の右辺は正の実数cを用いて簡単に

T9(x) - CV(x)-与

のように書ける.ただし, cは次式を満たすとする.

v(x)一手 (2･40)

(2･41)

(2･`42)

このときの関数T9(x)を収束時間保証関数と呼び,ある状態xoにおいて時問Tg(x.)

が経過した後にはかならずx-oとなる.また, T9の時間微分に関して以下の補

題が成立する.

補題2.5.対象とするｼｽﾃﾑとして

d;-f(x), f(0)-0, x∈Rn, x(0)-x.

16
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を考える.このｼｽﾃﾑ(2.43)が拡大△!rl,･･･,r-)に関してk(< 0)次の同次力子つ, l

次の同次Lyapunov関数V(x)が存在するとき, x≠0において

T9(x) ≦ -1

が成立する.ただし,

T9(x) - CV(x)一告

であり, cは次式を満たす正の走数とする.

主･:l一告(c≧盲肘琵慧=1

t'(e)

k+l

tJ(e) )
(> 0)

(2･44)

(2.45)

(2.46)

ﾛ

proof.以下の性質が成立する.ただし, e- (el,- ,en)はIle=‡r,2) -1を満たす

単位同次ﾍﾞｸﾄﾙとする.

v(x)-与- (=x)Il(r,p)v(e)〉竿

- ‖叫rli)v(e)竿

¢'x) -皇箸･fi(x,
i=1

∂Ⅴ(∬) ∂Ⅴ(e)

頂㌃ - IIxHi;,rpi, ∂ei

また, Ⅴ(∬)に関して

となり,補題2.1より,

が成立するから,

n aV(e)

V(x) - ∑ ]捌l{;,rpi, aei- ･ LIxH2,Tprifi(e)
i=1

- l叫rli)V(e)

17
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が得られる･したがって, T9はx≠oで微分可能であるから,

【.､ kｳ(x)
T9(x)主-cT

k

= ~cT

Ⅴ(∬)竿

fJx慌)t,(e)
Hxllfrli)v(e)竿

k V(e)

= ~cTⅤ(e)竿

k

≦ ~cT -fefT,?p;=1

<-1

が得られた.

このような同次有限時間整走制御器の例を拳げよう.

例2･2･ (Bha七and Bernstein:1997[2])ｼｽﾃﾑ

yl=y2

y2=W

に対して入力

w - -kly若r11 (s-) - k2y22FFi (首)

1

盲<r<1

はｼｽﾃﾑを有限時間で整走させる

例2･3･ (Bbat and Bernstein:1997【3])ｼｽﾃﾑ

yl =y2

y2=W

18
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に対して入力

w = -y2a(s-) - ¢葬(5)

¢α-yl･品22叫), o<α<1
はｼｽﾃﾑを有限時間で整走させる

例で挙げたような制御器は連続であるため,走理2.4の仮走を満たし,常にCl

の同次Lyapunov関数が存在する.したがって,補題2Aよりこれらの制御器は

常に整走時間の保証が可能である.

2.5.高次の同次有限時間整定制御

前節で基本的な2次の積分系に対する同次有限時間整定制御を例としてあげた

が,高次の積分系に対する同次有限時間整走制御則もHongら[14],[16]によって提

案されている.この高次の同次有限時間整走制御側は,ﾊﾟﾜ-ﾄﾞﾌｵ-ﾑと呼ば

れる-股的なｼｽﾃﾑに対してｼｽﾃﾏﾃｲﾂｸに入力およびLyapunov関数を

求めることが可能な制御側である.これは以下のような走理にまとめられている･

定理2.6. (Hong‥2001)以下のようなn次の積分系を考える･

∬1-∬㌢1

:f:2 -.1J･T3n''l

(2.58)

xn_1 - XTn~1

Xn=u

ここで, mi>0 (i-1,2,…,n-1)は寄数であるとする･

このとき,入力をu-unとすればｼｽﾃﾑ(2.58)は有限時間で整走する･た

だし, ui (i-1,2,-,n)は以下のように走義される･

uo - o (2.59)

ui.1(xl, X2, - ･ ,Xi.1) - -li.1 [x?.ilP"s, - ui(xl,X2, ･ ･ ･ ,Xi)G"sl]諾艶's-'(2･60)
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ここで, li (i-1,2,･･･,n)lま十分大きい正の走数とし, ri,Pi_1 (i-1,2,...,n)

とkは次式を滞たす定数とする.

rl-1,...,ri-
ri_1 +k

mi_1
,ri>-k>0(i-1,2,･･･ ,n) (2.61)

Po-r2,(Pimi+1)ri+1≧ (Pi-1mi-1+1)ri>0(i-1,2,… ,n-2) (2.62)

Pn-1 > 0 (2.63)

口

これはｼｽﾃﾑ(2.58)のような-般的なｼｽﾃﾑに対する入力であるが,非常

にわかりづらい.もっと簡単なｼｽﾃﾑに対して,走理2.6を以下のように書き

直すことができる.

系2.1.以下のようなn次の積分系を考える.

Xl=X2

∬2=∬3

(2.64)

Xn-1=Xn

Xn=u

このとき,入力をu-unとすれぼｼｽﾃﾑ(2.69)は有限時間で整定する.た

だし, ui (i-1,2,…,n)8ま以下のように定義される.

uo - 0 (2.65)

ui.1(x) - Ji.1鮮, - ui(x)P"s-,)諾`s-'(2･66)
ここで, li (i-1,2,-･,n)lま十分大きい正の定数とし, ri,Pi (i-1,2,...,n)と

kは次式を帝たす走数とする.

rl-1,.･･,ri-ri-1+k,ri>-k (i-Ll,2,･..,n) (2.67)

Po-1,Pi-
riPi_1 - k

ri+k

20
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系2.1では,表現が漸化式になっておりまだ便いにくい･この漸化式を解いて

以下の走理を得ることができた.

定理2.7.以下のようなn次の積分系を考える.

∬1=∬2

∬2=∬3

(2.69)

Xn-1=Xn

∬n=u

このとき,入力をu-unとすればｼｽﾃﾑ(2.69)は有限時間で整走する･た

だし,, ui (i-1,2,…,n)は以下のように走義される･

uo - o (2･70)

ui.1(x)--li.i (xa#(s-)-ui'x'}#(sl)W's-'(2･71,
ここで, li (i-1,2,... ,n)は十分大きい正の定数とし, kは次式を満たす走数と

する.
1

-訂ｺ<k<0

口

p;oof.一系2.1において, riの漸化式を解くと,

ri-1+(i-1)k

が得られた.さらに, βの漸化式を解くと次式が得られる.

βJ-
1-ik

1+ik

したがって,入力ui+1(x)は次式のように表現できる･

uo-0

(2･72)

(2.73)

(2･74)

(2.75)

ui.1'x'--li+1 (掛)-ui'x'碍(s-,)#'s-'(2･76)
□

21



同次有限時間整走制御において,例えば整走時間を保証するために必要なよう

に, LyaplﾕnOV関数は非常に大きな役割を果たす.走理2.7の閉ﾙ-ﾌﾟｼｽﾃﾑに

おけるLyapunov関数も走理2.7と同様にして整理した.

走理2.7の閉ﾙ-ﾌﾟｼｽﾃﾑに対するLyapunov関数vnは

n

Vn(x)-∑wi(xl,･- ,Xi) (n≧1)
i=1

(2.77)

と表現できる.ここで, Wi(xl,… ,Xi)はLyapunov関数基と呼ばれる関数であ

り,以下のように走義される.

W1(xl) - X誓

Wi(xl,- ,Xj) -
1+(i-1)k

+

xi[示真示- ui_1(xl,. ∴ ,Xi_1声臣掛s-)xi

1-(i-1)k
ui-1(xl,… ,Xi_1)ﾄﾞ諺示(jJ≧ 2)

(2.78)

(2.79)

このように構成したLyapunov関数V,･は拡大係数(1,1+k,… ,1+(n-1)k)に

関して同次である.

以下に高次の同次有限時間整定制御器の例とLyapunov関数基を示す.

uo-O

ul - -llX皇1+k) (sl

u2 - -l2 (x2i#'s-'･ llEfxil-k, (s-,) # 's-'

u3 - -l3 (x3ii%'s-'･ l声(x2i#'s-'

･船k,(sl) #'s-')# 's-'
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u4 - -l4 [x4E%'s-'･l声〈x声(5'･

･ll#x(11-k, (s-,) # 's-')

このときのW,･は以下のようになる･

w2 = ±堕Ix2倖+ l声xiﾄk)(s-)x2
2

一主手=f :::二三

w3 =壬土空Ix3I市
2

2

･ l声(x2# 's-, + lf#'s-'xil-k,(s-,) # 'sI x3
_2

+ﾋ空l27h
2

x2H (s-) + llH軒k) (s-) I l~h

w4 -竿Ix4I轟.l声〈x3#'s-'

･ l芦`s-'(x2E% 's-'

･ llHx(11-k, (s-)) # 's-')# 'sI x4

+ﾋ旦l3Th
2 x芦(s-). l2# 's-'(x2H 's-)

･llHxil-k, (s,) # 'sl
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2.6. 2章のまとめ

本章では,同次ｼｽﾃﾑの基本的な概念をまとめた.拡大付きの同次という概

念は,結局,座標を変えた古典的な意味での同次性そのものである.しかしなが

ら,そのような性質を明らかにすることにより,線形制御では得ることの出来な

かった性質の1つである有限時間整走という性質を得ることができた.これは非

常に大きなことであり,また同時に同次ｼｽﾃﾑにおいてLyapunov関数が非常

に大きな役剖を果たすことも明らかとなった.本章では連続な同次ｼｽﾃﾑに絞っ

て示したが,次章以降では不連続な同次ｼｽﾃﾑについて述べることとする.不

連続な同次ｼｽﾃﾑが存在することにより,同次ｼｽﾃﾑは線形ｼｽﾃﾑでは得

られなかった性質をさらに持つことになる.
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篇3章不連続な同次ｼｽﾃﾑの解析

と制御

3.1.不連続な同次ｼｽﾃﾑ

前章では,同次性の基本的な概念と連続な同次ｼｽﾃﾑが持つ性質について述

べた.同次性を利用することによって, -般的には理論的に保証することが困難

な有限時間整定性を簡単に保証できることを示し,有限時間整走制御器の例を示

した.しかし,同次斗ｽﾃﾑが線形ｼｽﾃﾑと異なる例は有限時間整定制御が可

能になるという点のみであった.

ところが,不連続な同次ｼｽﾃﾑを含んで考えることによって,状況は-変す

る.特定の条件下で,ある信号の微分値が厳密に求まる厳密微分器【30】【叫や,ｽ

ﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓTﾄﾞ制御器のﾛﾊﾞｽﾄ隆を有しながら有限時間整走性をも有する

高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御器[30】,さらに後の章で述べるように非ﾎﾛﾉﾐｯ

ｸｼｽﾃﾑに対する不連続な同次制御芹も存在する.このように,不連続な同次

ｼｽﾃﾑは線形制御の枠組みの中では議論することができか､さまざまな性質を

持つ.

本章ではこのような不連続な同次系の性質について解析を行う･前章で述べた

ように,連続な同次ｼｽﾃﾑにおいては, Lyapunov関数は非常に大きな意味を

持つ.そのため, Lyapunovの定理の逆走理(走理2.4)の果たす役割は非常に大き

い.もし,不連続な同次ｼｽﾃﾑに対しても同次Lyapunov関数が存在するなら

ぼ,同次ｼｽﾃﾑの解析が容易になる.本章の-番の目的は,不連統な同次ｼｽ

ﾃﾑに対して同次Lyapunov関数が存在することを保証する, Lypunovの逆走理

を証明することである.

これまで,不連続なｼｽﾃﾑに対しては微分方程式の解の-意性の欠如により
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長い間解析が非常に困難であると言われてきたが, Filippov【9]はﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔ

ﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝの導入によりこの間題に対する-つの解決法を示した.近

年,漸近安走なｼｽﾃｲに対してはClarkeら[7]によって,安定なｼｽﾃﾑに対

してはRosier[25】によって,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝを導入する

ことにより不連続なｼｽﾃﾑに対してもLyapunovの定理の逆定理が成立するこ

とが証明された.ところが,この両者は仮走がまったく異なるため,比較するの

が難しく,利用しにいものであった.本章ではまずこれらの仮定を整理しｼﾝﾌﾟ

ﾙな走理にまとめることを行う.

さらに,連続な同次ｼｽﾃﾑに対してﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ

の概念を導入することにより,不連続な同次ｼｽﾃﾑは同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･

ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝに対応付けられることを示し,安定な同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･

ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝは,任意の正の同次次数を有する,任意の回数だけ微分可能な,

同次Lyapunov関数が存在することを示す.

高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御は代表的な不連続な同次ｼｽﾃﾑである.この

高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御系を不連続な同次ｼｽﾃﾑの例として,同次ﾃﾞｲ

ﾌｱﾚﾝｼﾔﾙｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝの議論を用いることで,高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-

ﾄﾞ系が漸近安走であるならば有限時間で整走することを明らかにする.

本章の後半では,同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝのﾛﾊﾞｽﾄ性に

ついて議論する.まず,同次Lyapunov関数を用いて不連続な同次ｼｽﾃﾑのﾛ

ﾊﾞｽﾄ性を明らかにする.さらに,本章の最後にﾛﾊﾞｽﾄ性の読論を用いて,厳

密微分器の安走性を解析する.さらに,本論文では, 1階および2階の厳密微分

券の設計を行う.

3.2.ﾃﾞｨﾌｧﾚﾝｼｬﾙ･ｲﾝｸﾙｰｼﾞｮﾝ

時不変な常微分方程式

滋- f(x) (3.1)

の右辺が不連続であるとき,古典的あるいはCarath6odoryの意味における解の

概念は適用できない･この問題を解決する方法として式(3.1)を次式のようなﾃﾞｲ
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ﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸJ)V-ｼﾞｮﾝで置き換える方法が知られている･

d= ∈ F(x) (3･2)

式(3.2)の解とは,ある区間∫⊂[0,+∞)上で定義され, ∫の各ｺﾝﾊﾟｸﾄ部分区

間上で絶対連続かつ, I上のほとんどすべての点で式(3.2)が成立する任意のx(i)

のことである.ただし,このよう､なx(i)は-般的に-意に走まるとは限らか-こ

とに注意しなければならない.

次に,式(3.1)と式(3.2)の解について述べる･関数x(i)が式(3･1)の-披化解

であることとは,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ(3･2)の解であること

と走義する.このとき, -般化解の正確な定革を行うために,集合値写像F(x)

と不連続写像仲)を関連付ける法則を決定する必要がある･この法則にはさま

ざまな方法が知られているが,特によく知られているものにKrasovskiiのものと

Filippovのものがある･本論文ではFilippovのものを採用することにする･定義

は以下のようなものである.

F(x) -KJ(x)全n n e6(f(BE(x)＼N)) (3･3)
E>OILn(N)-0

ここで, pn,c-o,BEは112節で述べた走義を用いて,それぞれn次元Lebesgue測

度,凸閉包,半径Eのn次元球を表す.式(3.3)は数式ではわかりづらいので簡単

に説明する.あるxにおける集合値写像ﾀﾞ(x)を求めるとき, xとの距離がEより

小さいような盆におけるfの値,すなわちf(&)(牌-xLl <E)のすべての値を持

つ集合A(x)を件る.その中から, Lebesgue測度0の集合上でしか定義されか-

値をすべて除いた集合β(∬)を作る.次に,このような集合の凸閉包を取った集

合をC(x)とする.さらに,この凸閉包の中で,すべてのE>0に対して含まれ

るような値がﾀﾞ(x)となる.以下の例はこの手順の具体例を示したものである･

例3.1.次式のような1状態のｼｽﾃﾑを考える.

i - f(x, - ( ;.'sgnx l(;i=0.; (3･4,

このｼｽﾃﾑに対して, Filippovの対応付けによりﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙｲﾝｸﾙ-

ｼﾞｮﾝに対応付けよう.
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まず, x≠oのとき,十分小さいEに対して

A(x) -‡x+y+sgnxﾄE<y<E) (3･5)

が得られる.このとき, Lebesgue測度oの集合上でしか走義されない億は存在し

か-のでB(x)-A(x) 8こなる･さらに,集合A(x)は凸集合であるか､ら集合Aと

その境界の和集合が,集合Cと孝る.すなわち,

C(x) -(x+y+sgnxﾄE≦y≦E) (3.6)

である. C(x)の中で,すべてのE>0に対して含まれる億はx+sgnxのみであ

るから,

F(x)-x+sgnx (x≠0)

が得られた.次に, x-0のとき,十分小さいEに対して

(3･7)

A(x) -(10,y+sgnyf-E<y<E) (3,8)

が得られる.このとき, 10はLebesgue測度oの集合x-oでしか走義されない

から,これを除いたものがβ(∬)となり,

B(x) -‡y+sgnyﾄE<y<E) (3.9)

となる.この集合β(∬)は凸ではないので,凸閉包をとると,次式のようになる.

C(x)-(yﾄE-1≦y≦E+1) (3.10)

C(x)の中で,すべてのEに対して含まれる値は結局ﾄ1,1】となり,次式が得ら

れた.

F(x)-ﾄ1,1] (x-0) (3.11)

式(3.7),(3.11)より, Filippovの対応付けによるﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-

ｼﾞｮﾝ

ゑ∈F(x)-
∬+sgn∬ (∬≠0)

ﾄ1,1] (∬-0)
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式(3.3)により式(3.2)に対応付けられた式(3･1)の解はFilippovの解と呼ばれ

る.この対応付桝二関して非常に良い性質である次の命題が成立する･

命題3.1. (Bacciotti and Rosier:2001) f(x)はRn上で局所有界であるとする･こ

のとき集合億写像F(x) -Kxf(x)はx ∈Rnの各点で走義され,その億は空では

ないｺﾝﾊﾟｸﾄ凸集合であり,･ F(x)はRn上で局所有界である･ □

通常,取り扱う不連続な微分方程式系の数多くが局所有界であるため,これか

ら読論はFがｺﾝﾊﾟｸﾄ凸集合である場合に限定する.また,局所有界でか哨声

には相当取り扱いめ困難な特異点が存在することが予測される･ここで以下の走

理が成立することに注意しよう.

定理3.1. (Bacciotti and Rosier:2001) f(x)は局所有界でF(x) - Kxf(x)とする･

このとき, xの集合値写像F(x)は上半連続である･ □

また,次節でLyapunovの逆定理を述べるが,その際に, F 8こ対するLebesgue

可測性を要求しているため,可測性についての命題についても述べておく･

命題3.2. (Baccioti and Rosier:2001) f(x)がLebesgue可測であるとき, F(x)も

Lebesgue可測である.ﾛ

制御理論で扱う微分方程式系盆- f(x)の左辺仲)はほとんどの場合, Lebesgue

可測かつ局所有界である.このことに注目すると,命題3.1,3.2および走理3･1よ

り, Filippovの対応付けによって対応付けられた集合値写像ﾀﾞ(x) - Kxf(x)は

x∈ Rnの各点で定義され,その値は空ではないｺﾝﾊﾟｸﾄ凸集合であり, F(x)

はRn上で局所有界,上半連続かつLebesgue可測になる.このように,非常に弱

い仮走から非常に良い性質を導くことが出来る点がFilippovの対応付けの長所で

ある.

このように集合値写像Fを定義するとﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ

の解の存在性に関して以下の走理が成立する.

定理3.2. (Bacciotti and Rosier‥2001)ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ

立∈ F(x)Iを考える･ここで,集合値写像F(x)は各x∈Rnにおいて空ではか､

Rnのｺﾝﾊﾟｸﾄ凸部分集合に値をとり,上半連続であると仮走する.
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このとき,ある初期時刻ioに対し, i.∈Iを満たすある閉区間Z⊂汲および

x(io)-xoをみたす絶対連続な解x(i) :ZぅPhnが少なくとも1つ存在する. □

解の存在性に関しても, i - f(x)の左辺f(x)がLebesgue可測かつ局所有界程

度の仮走から解が必ず存在することが保証できる.これは不連続なｼｽﾃﾑの間

題点であった解の存在性に対して解決法を与えるものであり,非常に良い性質で

ある.

特定の場合における合成関数の微分に関して以下の走理が成立する.

定理3･3･写像x-f(y).(f‥汲うRn)およびy-9(t) (9:血十R)を

考える. fは絶対連続であり, 9はCl級微分同相であるとする.また,ほとん

ど∨､たるところでdx/dy ∈ F'(y) (ただしF'はRn上の集合値写像)が成立し,

dy/di-91(i) (gl:RぅR)を満たすとする.

このとき,合成関数x-f(g(i))はﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ

dx

盲∈ Fr(9(i))9I(i) (3.13)

の解のひとつである.ﾛ

Proof･ f(y)は絶対連続であるから,測度o集合Wyを除いて微分可能であり,仮

走より

dx

-- f'(y) ∈ F'(y)
dy

(3.14)

となる･また, gは微分同相であるという仮走より, W9a -9-1(wy)もpl(W9a) -0

である･したがって,集合W9aを除いて合成関数が微分可能であり,

dx

盲- f'(g(t))9'(i) e F'(9(i))91(i) (3･15)

となる･よって, x-f(9(i))はﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ(3.13)の

解である. □

また, Kxの計算において有用であるため文献[23】の走理1を部分的に示す.

30



定理3.4. (Paden and Sastry:1987)写像‰は以下の性質を持つ･
-

1.f:RmぅRnは局所有界であると仮走する･このとき,すべてのpm(N)-0

を満たすN⊂Rmに対して

Kxf(x) - co(1imf(xi)lxi → X,Xi ≠ Nf UN) (3･16)

となるようなFLm(Nf)-0であるNf⊂Rmが存在する･

2.f,g:kmlRnは局所有界であると仮定する･このとき,

Kx[f(x) +9(x)] ⊂ Kxf(x) + Kxg(x) (3.17)

が成立する.

3.9 :RmうknはCl級でありrank(∇g(x)) -n, f:Rn →馴ま局所有界で

あると仮定する.このとき,

Kx[f o 9](x) - Kx[f](g(x)) (3.18)

が成立する.

4.g :RmうRPXnは連続であり, f:Rm →Rnは局所有界であると仮定する･

このとき,

Kx[g(x)f(x)] - 9(x)Kxf(x) (3.19)

が成立する.

□

ここで,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝにおける解の安走性について

これまで提案されている2つについて述べる.

定義3.1. (Rosier:1999)ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ藷∈F(i,x)がﾛ

ﾊﾞｽﾄLagrange安走であるとは,以下の条件を満たすR+ ×Rnにおける部分集

合列‡Gi)i=0,1,2,-および2つの実数の点列iai)i=0,1,2,-, (bili-0,1,2,-が存在するこ

とを言う.
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(Al)各i-0,1,2-に対して0<ai≦bi<ai+1および, iう+∞のとき

aiう+oo.

(A2)各i-0,1,2に対してR+ ×‡叫=xlf<ai)⊂Gi⊂R+ ×(x(‖州<bi).

(A3)初期値(io,xo) ∈ Giであるとき,すべての解x(i)は舌≧ ioにしおいて

(i,x(i)) ∈ Giを満たす.

□

定義3･2･ (Clarke‥1998)ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ(3.2)が強漸近

安走であるとは,以下の条件を満たすことを言う.

(Bl) -様収束性:任意のr>0,R>0に対して, lx(0)J≦Rであるような式

(3.豆)の解x(t)のすべてに対して

Ix(i)J≦r ∀i≧T (3.20)

となるようなT-T(r,R)が存在する.

(B2) -棟有界性:初期値Ix(0)f ≦ Rであるような式(3.2)の解x(i)のすべて･

に対して

Jx(i)J ≦ m(R) (3.21)

となるような連続で放射状に非有界な単調非減少関数m ‥ (o, +∞)ぅ(0, +∞)

が存在する.

(B3) Lyapunov安走性:

恕m(R) =0 (3･22)

ﾛ

また,本論文では,強漸近安走から-棟収束性を除いたもの,すなわち条件

(B2)および(B3)を満たすﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝを強安走であ
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ると走義し,条件(B2)のみを満たすﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝを弱

安定,条件(Bl)および(B2)を満たすものを弱漸近安走であると走義する･特に,

粂件(Bl)および(B2)がR<虎(虎>o)となる場合にのみ成立する場合を局所

的であるという.本論文では特に区別する必要のあるとき,局所的でないものを

大域的と呼ぶ.

このように走義さFLた,ﾛﾊﾞｽﾄLagrange安定と強安定は異なる走義のよう

に思えるが,時不変な場合には次の命題が成立する.

命題3.3.時不変なﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾉ㌣-ｼﾞｮﾝ

盆∈ F(x) (3･23)

を考える.このとき,強安走であるならばﾛﾊﾞｽﾄLagrange安定である･ □

proof.仮走より, x(0) ≦ Riであるとき,すべての解はx(i) ≦ m(Ri)であり,

x(o) ≦ Riであるようなすべての解x(i)の集合GiをGi- ‡x(i)Ix(0) ≦ Ri,t> 0)

で走義すると,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝの時不変性および解の絶

対連続性よりx(0)∈Giであるとき,任意のi>0においてx(i)∈Giとなる･ま

た,明らかに

‡x]‖x[l < Ri) ⊂ Gi ⊂ (xl‖xII < m(Ri)) (3･24)

である.さらに, m(Ri)は単調非減少かつ放射状に非有界であるから, m(Ri) <

m(Ri+l)を満たすRi.1は必ず存在する･したがって, ai - Ri,bi - m(Ri)とす

れば,

ai･ ≦ bi < ai+1 (3･25)

となる.したがって,時不変なﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝにおいて

は強安走であればﾛﾊﾞｽﾄLagrange安走である. □

ここまでに,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝについて述べてきたわけ

だが,不連続なｼｽﾃﾑに対してこれで説明ができるかというと,そうではか､

場合も存在することに注意しなければならか､.それは,非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃ

ﾑに対して不連続制御器を構成した際に間題となるのだが,この間題を解決する

効果的な方法はいまだ捷案されていない.
/
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3.3. Lyapunovの定理の逆定理

第2章で,同次ｼｽﾃﾑにおいては, Lyapunov関数が非常に大きな役割を果

たすことを述べた.本節では,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝを考える

際におけるLyapunov関数について調べる.

ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝに対するLyapunovの走理の逆走理とし

て,これまでに強Lyapunov関数に関してはClarkeら[7]のものが,弱Lyapunov

関数に関してはRosier[25]のものが知られている.ところが,これらは仮走がか

なり異なるため利用しにくい.そこで,本章では時不変な場合においてはこれら

の走理を簡単にまとめ,利便性を高めることを行う.

まず,強Lyapunov関数および弱Lyapunov関数の走義を述べよう.

定養3･3･実関数V(i,x) ‥R'× Rn →馴ま甲下の条件を満たすとき強Liapunov

関数と呼ぶ.

(Ll) V(t,x) >0かつV(i,0) -0.

(L2)部分ﾚﾍﾞﾙｾｯﾄ

‡x ∈ Rn[V(i,x) ≦ a)

は各a≧o,i≧0に対して有界である.

(L3) Ⅳ(∬) >0が存在し,

∂V(i, x)

∂i

(3･26)

+ v諾霞)(∇xV(i,x),v) ≦ -W(x)･ (3･27)

ﾛ

定義3･4･実関数v(i,x) :R'×Rnっ馴ま(Ll), (L2)および以下の条件を満た

すとき弱Lyapunov関数と呼ぶ.

(L3')

∂V(i, x)

aL･ +v謁)(∇xV(t,x),v) ≦ 0
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□

clarkeらのLyapunovの逆衰理は以下のようなものである･

定理3.5 (ClarkeらのLyapunovの逆定理[7])･ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-

ｼﾞｮﾝ藷∈F(x)を考える.ここで,集合値写像F(x)は各x∈Rnにおいて空で

はないRnのｺﾝﾊﾟｸﾄ凸部分集合に値を取り,上半連続であると仮定する.こ

のとき,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ盆∈F(x)が強漸近安走であれ

ばC∞級の滑らかな強Lyapunov関数が存在する･ □

また, RosierのLyapunovの逆走理は以下のようなものである･

定理3.6 (RosierのLyapunovの逆定理【25】)･ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-

ｼﾞｮﾝd7∈F(i,x)を考える.集合値写像印,x)に対して,以下の条件をみたす

pl(N.) -0である集合No ∈ R+が存在すると仮定する･

1.各点(i,x) ∈ (R+Wo) ×RnにおいてF(i,x)は空ではないRnのｺﾝﾊﾟｸﾄ

凸部分集合である.

2.任意のR>0に対して

(舌∈ 【0,R]＼NoかつIIxH ≦ R) ⇒F(i,x) ⊂ BM(0) (3･29)

であるような〟>0が存在する.

3. (i,x) ∈ ((R'W.) × Rn)において集合億写像別ま上半連続である･

このとき,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝi=∈F(i,x)がﾛﾊﾞｽﾄLagrange

安走であればC∞級の弱Lyapunov関数が存在する. □

ここで,対象を時不変なﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝに限走すると

以下の補題が成立する.

補蓮3.1.集合債写像F(x)は各x∈Rnにおいて空ではないRnのｺﾝﾊﾟｸﾄ集

合に億を取り,上半連続であると仮定する.このとき, F8ま局所有界である･ □

proof.任意に与えたｺﾝﾊﾟ?ﾄ集合Kの各点xについてF(x) ⊂ BM(x)(0)とな

るM(x) > 0を選ぶ･集合値写像ﾀﾞ(x)は上半連続であるから, xの近傍N(x)
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が存在し,孟∈ N(x)であるならばF(孟) ⊂ BM(x).1が成立する. Kの開被覆

K⊂uxeKN(x)を考えると, Kはｺﾝﾊﾟｸﾄだから有限部分集合Kl ⊂Kを周

いて有限開被覆K⊂ ∪£甜1N(x)を構成できる.するとM-maxxEKIM(x)+1

とおくと任意のx∈K8こついてF(x) ⊂BM(0)が成立する･したや言って, FGま局

所有界である. □

よって, Rosierの定理は次のように書き直すことができる.

定理3･7 (時不変な場合のRosierのLyapunovの逆定理).ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･

ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ藷∈F(x)を考える.ここで,集合値写像F(x)は各x∈Rnに

おいて空ではないRnのｺﾝﾊﾟｸﾄ凸部分集合に値を取り,上半連続であると仮

走する･このとき,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ車∈F(x)がﾛﾊﾞｽ

ﾄLagrange安走であるとき, C∞級の弱Lyapunov関数が存在する. □

Proof･時不変であるから, F(i,x)-F(x).したがって,任意の測度o集合Nに

対してF(i,x) ∈ (R+＼N) ×Rnは空でか-ｺﾝﾊﾟｸﾄ凸部分集合であり,上半連

続･また,禰題3.1より,仮走のもとでFGま局所有界である.よって,定理3.6の

粂件を滞たすのでC∞級の弱Lyapunov関数が存在する. □

ここで,時不変な/ｼｽﾃﾑにおいては2章の命題より強安走であればﾛﾊﾞｽﾄ

Lagrange安走であるため,結局時不変なﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ

に対するLyapunovの逆走理は次のようにまとめることができる.
｢

定理3･8･ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ盆∈F(x)を考える.ここで,集

合億写像ﾀﾞ(x)は各x ∈肝において空ではか､Rnのｺﾝﾊﾟｸﾄ凸部分集合に値

を取り,上半連続であると仮走する.このとき,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-

ｼﾞｮﾝが強安走であれば弱Lyapunov関数が,強漸近安走であれば強Lyapunov

関数が存在する.ﾛ

このようにﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝに対してもLyapuno心の走理

の逆走理が成立することが確認できた.制御理論に如､てLyapunovの定理を用

いた非常に重要な走理としてLaSalleの定理が知られている[39].このLaSalleの

走理は以下のようにﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝに対しても成立する.

1
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定理3.9.ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮ､ﾝ盆∈F(x)を考える･ここで,

集合値写像印)は各x ∈Rnにおいて空ではか､Rnのｺﾝﾊﾟｸﾄ凸部分集合に

値を取り,上車連続であると仮定する.

n⊂Dはｺﾝﾊﾟｸﾄ集合であり,任意のﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮ

ﾝの解x(i)に対して, x(0) ∈nであるときx(i) ∈n ∀i≧0が成立すると仮走

する.

関数V: D→R･は連統微分可能な関数であり,任意のx∈nにおいてｳ(x) ≦

oが成立する弱Lyapunov関数とし,集合E⊂0を

E-(xIV(x)-0,x∈n) (3･30)

と定義する.

さらに, M.をEの最大不変集合,すなあちx(0)∈M⊂Eであるときx(i)∈

M ∀i ≧0が成立する集合と走義する.

このとき,すべての解x(i)∈0はiづ∞のときM上に収束する･

3.4.ﾃﾞｨﾌｧﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙｰｼﾞｮﾝの平衡点と

解の-意性

これまでにﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝの安走性について述べてき

たが,平衡点の諌論はしなかった.本章ではﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮ

ｼの平衡点について述べる.平衡点の走義は以下のようなものである.

定義3.5.ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝi∈F(x)を考える.このとき,

ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝの平衡点とは0∈F(x)となるxのことを
-~一十ヽ■

己つ.□

このように走義した平衡点に対し,以下の命題が成立する【6].

命題3.4. (Clarke:1998)ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝよ∈F(x)を考

える.このとき,任意の舌>0に対してx(i)-xoとなる解が存在する必要十分条

件は0∈F(xo)である. □
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したがって,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝが強安定であるための必

要条件として原点がF(0)に含まれることが要求されることがわかる.

また, -般的にﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝで定義されるｼｽﾃﾑ

において,解は-意に走まるとは限らない.しかし,安走なｼｽﾃﾑにおいて初

期値が原点である場合には,以下の走理より絶対連続な解は-意に定まる.

命題3.5.ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ

i ∈ F(x) (3.31)

を考える･ここで,集合値写像F(x)Gま各x∈Rnにおいて空ではか､Rnのｺﾝ

ﾊﾟｸﾄ凸部分集合に値を取り′,上半連続かつ,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-

ｼﾞｮﾝは強安走であると仮走する.このとき,初期値x(o)-oに対するﾃﾞｲ7ｱ

ﾚﾝｼﾔﾙｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝの絶対連続な唯-の解x(i) - 0(i ≧ 0)が必ず存在す

る.ﾛ

証明は走義より容易に可能なため割愛するが, Clarkeの走義(B2)において関

数mにmの走義域に0は含まれていないため,明記した.命題より, F(0)-(0‡

であるとは限らか､にもかかわらず,存在する絶対連続な解はx(t) -oのみであ

るということを認識しておくことは重要であろう.さらに,明らかにつぎの系が

成立する.

系3.1.ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ

i ∈ F(x) (3.32)

を考える･ここで,集合値写像F(x)は各x∈Rnにおいて空ではか､Rnのｺﾝ

ﾊﾟｸﾄ凸部分集合に億を取り,上半連続かつ,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-

ｼﾞｮﾝは強漸近安定であると仮走する･このとき,ある絶対連続な解x(i)が時刻

ilでx-0となるとき, x(i)-0(i≧il)が成立する.ﾛ
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3.5.同次ｼｽﾃﾑと同次ﾃﾞｨﾌｱﾚﾝｼｬﾙ･ｲﾝｸ
ヽtt ヽ

ﾙｰﾝﾖ/

本節では,不連続な同次ｼｽﾃﾑに対するLyapunov関数を検討する･ここで,

同次であるﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝを同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･

ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝとして提案する.

本論文では,不連続な同次ｼｽﾃﾑに対して解析を行うために同次ﾃﾞｲﾌｱﾚ

ﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝを以下のように走義する.

定義3.6 (同次ﾃﾞｨﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙｰｼﾞｮﾝ)･次式が成立するとき集

合値写像ﾀﾞ‥RnｲU, U⊂Rn, F(x)-(Fl(x),-,Fn(x))は拡大△;に関し

てk∈取次の同次であるという.

Fi(△…(x)) -Ek+riFi(x), i-1,･･･ ,n･ (3.33)

ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ盆∈F(x)の右辺が同次であるものを同

次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝと呼ぶ. □

この同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝの走義は,拡大付きの同次性

の概念を集合値写像に適用できる､ように拡張したものであるが,同時に集合値関

数のｸﾗｽに対して大きな制限を与えている.しかし, Filippovの方法で対応付

けるとき,不連続な同次ｼｽﾃﾑは同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ

に対応付けられることが以下の命題により保証されるため,不連続な同次ｼｽﾃ

ﾑの解析の際に不都合は生じない.

命題3.6.微分方程式系

盆-f(x)

を考える.ここで∫は以下の条件を満たすとする.

1. JはLebesgue可測かつ局所有界.

2. fは拡大係数(rl,･･･ ,rn)'に関して同次･
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.このとき,集合値写像

F(x)-Kxf(x)全n n司f(BE(x)＼叫)
E>O pn(N)-0

は同次である.口

Proof.十ﾍﾞｸﾄﾙ場fは同次であることおよび走理3.4より

Fi(△;(x)) - Kxfi(△;(x)) - Kx[Eri+kfi(x)]

- Eri+kKxfi(x) - Eri+kFi(x)

(3.35)

3.6.同次ﾃﾞｨﾌｧﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙｰｼﾞｮﾝにおけ

るLyapunovの定理の逆定理

本章では,前章で述べた同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝに対する

Lyapunovの走理の逆走理を考える.本章の目的は以下の走理を証明することで

ある.

定理3.10.同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ

丘∈ F(x) (3.37)

を考える.ここでFほ以下の条件を満たすRnからRnの部分空間への集合値写

像とし,局所的に以下の条件を満たすとする.

(Cl) FGまｺﾝﾊﾟｸﾄ凸部分集合に値をとり上半連続.

(C2)ﾀﾞは拡大係数(rl,- ,rn)に関して同次.

このとき,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝが弱安定であるならば,任意

の正の同次次数を持ち任意の回数だけ微分可能な同次弱Lyapunov関数が大域的

に存在し,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝが弱漸近安走であるならば任

意の正の同次次数を持ち任意の回数だけ微分可能な同次強Lyapunov関数が大域

的に存在する. □
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すなわち,弱漸近安定でありさえすれば任意の同次次数である滑らかな同次強

Lyapunov関数が存在することを示す定理である･

この走理を証明するために以下の2つの命題を用意する･

命題3.7.条件(Cl)および(C2)を満たす集合値写像Fを有する同次ﾃﾞｲﾌｱﾚ

ﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ

d: ∈ F(x) (3.38)

を考える.

このとき,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ(3･38)が局所的に弱安走で

あるならば,大域的に強安定である･さらに,局所的に弱漸近安定であるならば

大域的に強漸近安走である. □

p,oof.同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ(3･38)を考える･仮走より式

(3.38)に対する解は必ず存在するので, x(i)を[o,il]で走義された初期値xoに対

する解の1つとする.このとき,･ある共通のEを用いて, 5i(i)-Erixi(Eki) (1≦

i≦n)である新たな変数盃-(il,･･･,孟n)を考えると,虎もﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･

ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ(3.38)の解である･これは,走理3･3を用いて1≦i≦nとな

るすべてのiに対しほとんどいたるところで

嘉i(i) - Eri+k盆i(Eki)

∈ Eri+kFi(x(Eki))

- Ei(5(i))

が成立するため,結局

(3.39)

51(舌) ∈ Fl(5(i))

(3.40)

壷n(t) ∈ Fn(5(i))

とな為ことより明らかである.ここで,同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮ

ﾝの走義より式(3.39)は任意のEに対して成立するため,仮走よりEを十分小
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さく選べばi(i)は弱安走である･したがって, 5(i)の解の走義域を【o,+∞)に

拡張することができ,常にH5(i)L‖(r,2) < M(i(0))となるM(5(0))が存在する･

また,そのようなi(0)を始点とする[0,∞)で定義された任意の解5(i)に対し,

yi(i) -Eri孟i(Eki) (1 ≦i≦ n)である新たな変数y- (yl,- ,yn)もﾃﾞｲﾌｱﾚ

ﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ(3.38)の解であり, Eを十分大きくとることにより,

y(0)-∬oとすることができる･したがって, xoを始点とするすべての解x(i)は

【0,∞)で走義される.

このとき,

m(r)- sup M(xo)
牌o[Iir,2)≦r

(3.41)

と走義すれば, IIx(i)lf(r,2) - E牌(どki)H(r,2)であるから,明らかにM(x(0)) -

EM(孟(0)).よって,

sup M(xo)-r sup M(虎(0))
‖3;o[li,,2) ≦r牌(0)H(r,2) ≦1

(3.42)

となるから, m(r) Gま放射状に非有界な単調非減少関数となり,任意のx(i) ∈

(xl‖x(0)‖(r,2) ≦ R)において

lfx(t)‖‡r,2‡ ≦ m(R)

恕m(R) -0

であり,

(3.43)

(3･44)

となる･したがって, d=∈F(x)は強安定である.

さらに･同棟の議論により,局所的に条件(Bl)が満たされれば大域的に(Bl)

は滞たされるので,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ(3.38)が局所的に弱

漸近安走であれば大域的に強漸近安走である.ﾛ

さらに, C∞級のLyapunov関数が存在するとき,次の命題が成立する.

命題3･8･同次ﾃﾞjﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝに対し, C∞級のLyapunov

関数が存在するとき,任意の正の同次次数を持ち任意の回数だけ微分可能な同次

Lyapunov関数が存在する. □
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proof.以下のように定義される関数Vを考えよう･

v全 (∞去(a ｡ v)(irlxl, ･ - ,irnxn)di
(x ∈ Rn＼(0))

0 (∬-0)

ここで, a:汲ｲ馴まC∞級関数で

a(x,-( : …;…E2T;;1三ﾐ塑-∈R,dx

を満たす関数であり, k∈Nであるとする.

このとき,文献【24]より, Vは以下の条件を満たす･

1｡ sup (∇∇,γ)< -Ⅳ(∬)
v∈F(x)

2. V(srlxl,- ,Sr-xn) -SkV(xl,･･･ ,Xn)

ただし, W(x)>0.ここで,補題2･1より,

∂α1+…+αnV(srlxl, ･ ･ ･ﾌSrrnXn)

∂畔- ･∂xnctn

sk-alrl~-~αnrnV(xl, ･ ･ ･ ,Xn)

(3･45)

(3.46)

であるので, 0≦α1+･･･+αn≦pとすると, k>p･max‡rifl≦i≦n‡であると

きVは微分可能である.ここで,命題2.1より,任意のq∈R+とするとき拡大

係数qrに対しても同次であるから, pは任意の値をとることができる･したがっ

て, Vは任意の正の同次次数を持ち任意の回数だけ微分することができる･ﾛ

これらの命題により,走理3.10の証明が以下のように得られる.

(走理3.10の証明)命題3･7より,局所強安定であれば,大域的に強安走であり,

局所強漸近安定であれば大域的に強漸近安走である.したがって,定理3.8より,

c∞級のLyapunov関数が存在する.このとき,命題318より,同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝ

ｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝに対して任意の回数だけ微分できる同次Lyapunov関

数が存在することが証明できた.

この走理より,もとの不連続な微分方程式系に関して以下の系も成立する.
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系3.2.微分方程式系

d; - f(x)

を考える.ここで′は以下の条件を満たすとする.

(Dl) ′はLebesgue可測かつ局所有界.

(D2) f ∈ nE,O np(N)=.e6‡f(BE(x)＼N)‡

(D3) fは拡大係数(rl,- ,rn)に関して同次.

(3.49)

(D4)常微分方程式系のFilippovの解は有界(すなわちLagrange安走).

このとき任意の回数だけ微分可能な同次弱Lyapunov関数が存在する.また,さ

らに

(D5) iう∞のときすべてのFilippovの解x(i)はx(i)う0をみたす.

を満たすとき任意の正の同次次数を持ち任意の回数だけ微分可能な同次強Lyapunov

関数が存在する. □

3･7.同次Lyapunov関数の性質

前章までに述づたように,不連続であっても同次ｼｽﾃﾑが弱安走であれぼ

Lyapunov関数が存在する･ -方,連続なｼｽﾃﾑでは走理2･5のように, Lyapunov

関数の存在性からｼｽﾃﾑの収束性能を判別することが可能である.本章では同

次Lyapunov関数を利用して同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝの収束性

を検討する.

同次ｼｽﾃﾑが魂漸近安定であるとき,収束性に関して次の走理が成立する.

定理3･11･拡大r-(rl,･･･,rn)に関して同次なl次の同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ.

′ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝi∈F(x)を考える･ここで,集合値写像F(x)は各x∈Rn.8こ

おいて空ではないRnのｺﾝﾊﾟｸﾄ凸部分集合に値を取り,上半連続であると仮

走し,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝは局所的に弱漸近安走であると仮

定する.このとき,
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1. 1 > 0のときすべての解は任意の初期値から原点を含む任意の開集合に-

走時間以内で収束する.

2.l=0のときすべての解は指数安走である.

3.1<0のときすべての解は有限時間整定する.

□

proof.仮走より,大域的にCl級のk > 0次の同次Lyapunov関数Vが存在する･

したがって,

v(Erlxl, - ,ErnXn) - Ekv(xl, - ,Xn) (3･50)

が常に成立する.ここで,同次ﾉﾙﾑと(Iw‖‡r,2)-1であるような同次方向ﾍﾞｸ

ﾄﾙwを用いて任意のxはx-△hJI{r,2,(w)七書くことができる･したがって,

任意の∬に対して
■;ii

v(x) ≧ l鴨2} we(y...y‖{,,,,=1) V(w)
min

l/'(･7J･ )

Il鴫2} ≧ we(y.[,y[I{,,2}=1)両う
■max.

(3.51)

(3.52)

となる.

ここで,補凄2.1および同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝの走義より,

∂Ⅴ(△; (∬))

(7.,IJ･ i
･ fi(△;(x))

〈 Ek･l箸fi(x)
fi EEi)

fi6Fi) (1≦i≦n)

‡(∇v(△;(x)),f(△;(x)))J f ∈ F)

- 〈Ek'l(∇v(x),f(x))[f ∈ F)

であるから,

(3.53)

(3.54)

が成立する.ここで, x(舌)をある1つのﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ

の解としたとき, Lyapunov関数の時間微分はほとんどいたるところで

dV

有- (∇V(x),f(x))
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と書ける･ただし, f(x)は解x(i)の時間微分dx/diである.もちろん, f∈Fで

ある.から,任意の解に対してほとんどいたるところで

芸∈ ‡(∇v(x),f(x)" F)
が成立する.したがって,次式が成立する.

dV

首≦ TEaFX(∇V(x), f(x))

- f｡F w∈{y.,.yH{,,2,=1}(∇V(w), f(w)) ･ ll哨}< max max

(VV(w), f(w))

~ feFwE(yHlyfl(r,2}-1) V(w)響

_< -cIV(x)響

< max max

ただし,

Cl = -maX maX

f∈F w∈(yl=yH‡r,2)-1)

とする.また,同様の読論により

が成立する.ただし,

v(x)苧

(VV(w), f(w))

v(w)響

dV

-> -c2V(x)響
dt~

(VV(w), f(w))
C2 = -mln mln

f∈F ty∈(yl=yfli,,2I=1)

とする.したがって,

v(w)&#

dV

-c2V響< -< -cIV竿
-dt-

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3･59)

(3･60)

(3･61)

(3･62)

が成立する｡これから, 3つの場合に分けて式(3･62)の両辺を時削でL｡besgue
積分する.
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1.1>0の場合

時刻i=0に掛ﾅるV(x)の値をV.と書くと式(3･62)を積分することにより

次式が得られる.

1

V(i) ≦

(去cli ･ V.-i)%

このとき,任意のV.に対して,

V(i) ≦

(去cli)与

(3.63)

(3.64)

が成立するから, k,l>0より任意の初期値に対してV(i)<Vl (i≧il)とな

るようなVl,ilが存在する.

ここで,原点を含む開集合をMとすると,命題2･5より,同次Lyapunov関

数Vのﾚﾍﾞﾙｾｯﾄは単位球面Sn-1に同相であること,および, Vの同次

性より, x∈(xIV(x)-6)を満たす任意のxに対しx∈Mが成立するよう

な6>0が存在する.こ.のようなxの集合をhと書き, hはSn11に同相で

ある.

このとき, o<Vl<6である任意のVlに対し, Vl<V(x) (x∈h)が成

立し,しかもLyapunov関数のﾚﾍﾞﾙｾｯﾄがSn~1に同相であることとv

の同次性より, xがⅤ(x)<Vlを満たすとき必ずx∈Mとなる･したがっ

て,任意の解は任意の初期値から原点を含む任意の開集合に-走時間内で収

束する.

2.l=0の場合

式(3.62)を積分した結果

voe-c2i ≦ v(t).≦ voe-cl舌

より明らかに指数安走である.

3.1<0の場合＼
l

k>0,l<0であることに注意すると, i≦-1/(clk)VoEのとき

v(i, ≦ (c,吾i･叶去
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l

が成辛し,少なくともil--1/(clk)VoEではV(il)-0となり,系3.1より

V(i)-0 (i>t2) (3.67)

が成立する.ただし, i2は初めてV(i)-0となる時刻とする.よって明らか

に有限時間でxは原点に整走する.

[ｺ

すなわち,ｼｽﾃﾑが同次であれば連続,不連続にかかわらず上記の走理が成

立するので,詳細な解析を行うことなく微分方程式系の形のみから収束性能を推

定することが可能で,仝域においてその収束性能は等しく保たれることが保証さ

れる.

例3.2.不連続な同次ｼｽﾃﾑとして高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御系が知られ

ている. 2次の高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御系の例として以下のようなｼｽﾃ

ﾑを考えよう.

∬1=∬2

ゑ2 - -αSgn､([xIJ喜sgnxl +x2)

(3･68)

以下ｼｽﾃﾑ(3･68)を簡単に盆-f(x)と書く.ｼｽﾃﾑ(3.68)は拡大係数r-

(2,1)に関して-1次の同次であり, αが十分大きいとき大域的にFilippovの意味

で漸近安走であることが知られている[30][叫.ここで, Filippoyの対応付桝こよ

る集合値写像F&ま以下のように得られる.

F(x) - KJ(x) -

Fl -X2

F2-

-αsgn (如sgnxl ･x2)
(JxIJ喜sgnxl +x2 ≠ 0)

ﾄα, α]

(Jxll喜sgnxl +x2 - 0)
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となる.このとき,同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝに関する命題よ

り,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝゑ∈F(x)は同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･

ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝである.同次性の性質より,大域的に漸近安走であれば大域的

に強漸近安走であるから,走理3.10の仮定を満たし,大域的に任意の回数だけ微

分可能な同次強Lyapunov関数が存在し, f ∈ Fであるから走理3･10の系より,

もとの不連続なｼｽﾃﾑ(3.68)に対しても同様の強Lyapunov関数が存在する･

現時点では,実際の強Lyapunov関数を示すことはできか-が,同次Lyapunov

関数が存在することは保証できる.したがって,同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝ

ｸﾙ-ｼﾞｮﾝは-1次の同次であることより定理3.11よりすべての絶対連続な解

は有限時間で整走することがいえる.

3.8.高次ｽﾗｲﾃﾞｨﾝｸﾞﾓｰﾄﾞ制御

前節の例題で少し高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞについて述べたが,本節では-般

的な高次のｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御系について簡単に述べる.

帯次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御は2値の入力でｼｽﾃﾑを安走化可能な制御則

として知られている.これは具体的には次のようなものである.

以下のようなn次の積分系を考える.

Xl=X2

(3.71)

Xn-1=Xn

Xn=u

このとき,高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御器はｼｽﾃﾑ(3.71)に対し入力として,

u - -αsgn(4･nll,n(xl,X2, ･ ･ ･ ,Xn-1))

と選んだものである.ただし,関数¢は以下のように選ぶ.

bo,n - xl
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4･1,n - X2 + β1Nl,nS9n(4･o,n).

¢i,n - Xi+1 + PiNi,nS9n(4･i11,n)

また, Ⅳは以下のような関数である.

Nl,n - Jxll穿

Ni,n - (lxllm/n + Ix2[m/(n-1) + ･ ･ ･

+ Jxi_1 l-/(n-i'l)) (n-i)/m

Nn-1,n - ((xIIm/n + Ix2Jm/(n-1) + ･･･

+ fxnJm/2) 1/m
(3.78)

ここで, mは任意の正の実数, α,成(i-1,...,n)は適当な正の実数とする.

ｼｽﾃﾑ(3･71)に村し制御券として式(3.72)を用いたときｼｽﾃﾑは漸近安走

となることが知られている【叫.このように高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御器は

2値(αおよび-α)のみでｼｽﾃﾑを安定化することができる.

以下に高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御券の例を拳げる.ただし, uiはi次の積

分系に対する入力である.

ul = ~αSgnXl

u2 = ~αSgn
(x2 ･ xli 's-')

u3 - -αSgn (x3 ･2 (lx2(3･ lxlr2)喜

･ sgn (x2 ･xli's-'))

(3･81)

ここで, 2次のｼｽﾃﾑに対しては前節で述べたように, γ- (2,1)に関する

-1次の同次系であり, 3次のｼｽﾃﾑは, r-(3,2,1)に関して-1次の同次系で

ある･このように,高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御系はすべて同次であり,以下

の禰題が成立する.

補題3･2･ n次の高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御系はr-(n,n-1,n-2,…,1)
に関して-1次の同次である.

したがって,走理3.10および走理3.11より以下の命題が成立する.
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命題3.9. n次の高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御系はもし局所的に漸近安走であ

るならば,大域的に有限時間整走する.

ただし,高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御系が漸近安走となる条件はこれまで調

べられておらず,今後の課題である.

3.9.同次ﾃﾞｨﾌｧﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙｰｼﾞｮﾝのﾛﾊﾞ

ｽﾄ安定性

前節までに,外乱項の加わらか-同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝに

ついて議論してきたが,本節では外乱が加わった際にどの程度の安走性が保持さ

れるのかを調べる.

3.9.1高次の摂動項を含むﾃﾞｨﾌｧﾚﾝｼｬﾙ･ｲﾝｸﾙｰｼﾞｮﾝ

の安定性

連続な同次ｼｽﾃﾑにおいては,漸近安走な同次ｼｽﾃﾑに高次の摂動項を加

えても局所的な漸近安走性は維持される【24].これは,同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･

ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝにおいても,同棟の性質を示す以下の走理が成立する.

定理3.12.以下のようなﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝを考える.

dx

盲∈ F(x) + G(x) (3･82)

ここで,集合値写像Flま粂件(Cl)および(C2)を満たし, k次の同次であり,集

合催写像Gは以下の条件を満たすと仮走する.

(Bl) i→0のときすべてのi-1,2,･･･,nおよび任意のx∈Sn11に対して

次式が-棟に成立する.

Gi (irixl, … ,irnxn)

う0 (3.83)



このとき,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝdx/di∈F(x)が局所弱漸近安

走であるならば,式(3.82)も局所弱漸近安定である. □

3.9.2等しい次数の摂動項を含む同次ﾃﾞｨﾌｧﾚﾝｼｬﾙ･ｲﾝｸ

ﾙｰｼﾞｮﾝの安定性

本章では,漸近安走な同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝに等しい次

数の摂動項を加えたｼｽﾃﾑのﾛﾊﾞｽﾄ安走性について検討する.以下の走理が

示すように,摂動項を加えたｼｽﾃﾑが漸近安走であるための必要十分条件は元

の漸近安走を同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝとの共通のLyapunov
関数が存在することとなる.

定理3.13.ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ

ゑ∈ F(x) +G(x) (3.84)

を考える･ここでF,Gは条件(cl)および･(c2)を満たすRnからRnの部分空間

への集合値写像とする.さらに, Gは以下の条件を満たすと仮走する.

(El)任意のxにおいて0∈G(x).

このとき,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ(3.84)が強漸近安走である

ための必要十分条件は

sup (芸,F(x) ･G(x)) < 0 (3･85)
となる関数Ⅴが存在することである.ただし,関数Ⅴはﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲ

ﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝ

藷∈ F(x) (3.86)

に対する強同次Lyapunov関数であるという条件を満たすこととする.口

すなわち, i ∈ F(x)との共通Lyapunov関数が存在しなければ摂動項を足した

ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝは漸近安走とはならない･また, F(x)+G(x)
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も同次であるから,局所漸近安走であれば大域的に漸近安走であることが保証さ

れることに注意しなければならない

また,集合値写像G=こさらに仮走を加えたときには以下の定理が成立する.

定理3.14.集合値写像Gの各要素Giは次式を滞たすとする.

Gi - (w[w ∈ﾄai ･Sup lei(x)1,ai ･ SuPI6i(x)l]) (3･87)

ここで, ∂は以下の条件を満たす集合値関数とする.

(Fl) ∂はｺﾝﾊﾟｸﾄ凸部分集合に値をとり上半連続･

(F2) 6は拡大係数(rl,･･･ ,rn)に関してk次の同次･

また, a-(al,...,an)∈R+nとする･

このとき, d=∈F(x)が局所弱漸近安走であるならば,よ∈F(x)+G(x)を大域

的に強漸近安走にするようなαが必ず存在する.ﾛ

3.10.厳密な微分器

ある信号の時間微分をﾘｱﾙﾀｲﾑに求めることは,古くから良く知られてい

る間慈である.この間題に対して,我々は-般的に近似微分器を構成することで

近似的に解決してきた.すなわち,理想的な微分器の伝達関数を近似して構成し

た近似微分券や,ﾊｲｹﾞｲﾝｵﾌﾞｻﾞ-ﾊﾞ用いた近似微分芳などである.

近年Leva叫叫はこの問題に対し,高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御の考え方を

用いた厳密微分器を提案した.しかし,厳密微分券が漸近安走となる条件も明ら

かではなく,収束するまでの時間もわからなかった.

-方, Levantの厳密微分器は不連続な同次系である.本節では同次性を利用し

て厳密微分芳の性質を明らかにし, 2次および3次の厳密微分器に対して安走性

の保証を行う.
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3.10.1厳密な微分器の構成

ある信号を入力したとき出力が入力借号の微分催と-致するとき微分器は厳密

であるという.

厳密なn階微分器は以下のようなｼｽﾃﾑとして表現される.

il -X2 -ｽ1(xl -f(i))競(s-)

藷2 -X3一入2(xl -f(i))諾(s-)

盆n -xn.1一入n(xl -f(i))志(吾)

立n+1 -一入n+1 Sgn(xl - f(i))

yl=X2

(3･88)

yn=Xn+1

ここで, x- (xl,･･･ ,Xn+1)は微分器の内部状態であり, f(i)は微分したい倍号,

人i (i-1,･･･,n+1)は設計ﾊﾟﾗﾒ-ﾀ, yi (i-1,…,n)Gま微分器の出力であ

り,各yiはi階の微分値の出力となる.

微分したい信号f(t)はn+1階微分可能であると仮走すると,以下の誤差ｼｽ

ﾃﾑが得られる.

61 - q2一入1gl#(吾)

62 - q3一入2g声(s-)

(3.89)

6n - qn.1一入nJ声(s-)

6n+1 - -f(n+1)(t) -入n+1 SgnC'l

ここで, qi-Xi-f(i)(i) (i-1∴-,n+1)であり,以下簡単に6-f(q)と書く.

f(i)のn+ 1階の時間微分値f(n+1)(i)が

-c≦f(n'1)(i) ≦C (C∈R')
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と表現できると仮走してFilippovの対応付けを行うと,以下のﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔ

ﾙｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝが得られる.

61 ∈ g2一入1ql#(s-)

62 ｡ q3一入2q声(s-)

(3.91)

6n ｡ gn.1一入nq声(吾)

6n･1J ∈ 〈

ﾄC一入n+1SgnJl,C一入n+1Sgn,ql] (Jl ≠ 0)

[-C- l入n+1I,C+ 1入n+1[] (ql - 0)

ｼｽﾃﾑ(3.91)は簡単に6∈F(c,)と書く･ここで,ｼｽﾃﾑ(3･91)は拡大係数

r-(n+1,n,‥.,2,1)に関して-1次の同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮ

ﾝであるから,定理3.10よりｼｽﾃﾑ(3.91)が漸近安走であるための必要十分条

件は,同次Lyapunov関数Ⅴが存在して,

supV<O
fEF

(3･92)

となることである.また,ｼｽﾃﾑ(3.91)が漸近安走であれぼ,定理3･11よりｼ

ｽﾃﾑは有限時間で整走し,厳密微分器として動作することを保証できる.

3.10.2厳密な1階微分器

前項において,厳密な微分器の-披的劉生質を述べたが,本項では,実際に

Lyapunov関数を用いて,厳密な1階微分器を設計する･

膚号f(i)はi∈ [0,∞)で走義され, C2級の関数であり, f(i)の2階微分f′′(i)

はJ′′(i)∈卜C,C] (C∈R')を満たすとする･このとき, Levantにより提案さ

れた厳密微分券は次のｼｽﾃﾑである.

il -X2 -^1lxl - f(i)]喜sgn(xl -f(i))

i2 -入2Sgn(xl - f(i))

y=X2
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ここで, x- (xl,X2) ∈R2は状態量であり, yが微分券の出力, ^l,入2′は適当別生

の走数とする･ｼｽﾃﾑ(3.93)が厳密微分器であるとは,十分な時間が経過する

とyが入力借号f(i)の時間微分f/(i)に-致することを言う. ql -XIJ(i)およ

びc,2-X2-fl(i)とするときｼｽﾃﾑ(3,93)の誤差ｼｽﾃﾑは以下のように表現

される.

61 - q2 - ^1Jgll喜sgn(ql)

62 - -f′′(t)一人2Sgn(gl).

(3.94)

もし, gl,q2 -0が有限時間で達成されれば, ′ｼｽﾃﾑ(3.93)は厳密微分器とし

て動作する･ｼｽﾃﾑ(3･94)の安定性を示すために, LeⅧntはNyquistの方法に

類似したｱﾌﾟﾛ-ﾁを用いていた.しかし,この方法では有限時間整走性を厳密

には保証することができず,収束時間も示すことが出来ない.そこで,本論文で

は同次性を用いて収束を保証する.

ｼｽﾃﾑ(3･94)は任意のf"(i)に対して拡大係数(1,喜)に関する一圭次の不連続

な同次ｼｽﾃﾑである･したがって,走理3･11よりもしｼｽﾃﾑ(3.94)が漸近安

走であれぼｼｽﾃﾑは有限時間で整走するので,漸近安走性のみを保証すれぼよ

いことになる･ｼｽﾃﾑ(3.94)が漸近安走となる十分条件を以下にまとめる.

定理3･15･信号f(i)は舌∈ [0,∞)で走義され, C2級の関数であり, f(i)の2階

微分f′′(i)はJ"(i) ∈ﾄC,C] (C∈R')を満たすとする. ^1,入2が以下の条件を

満たすならば,ｼｽﾃﾑ(3.94)は有限時聞整走する.

2C2

入1'0,入2'C+y,

また,収束時間T(x)は次式で保証される.

T(xo)≦-2 min
JelJ+e…-1

V - 2(2 + R)入22Jqll - 4^l入2fo･11喜sgn(ql)c'2

+ (2入2 + R入2 +ｽ誉)c,22
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ただし,

(3･95)

(3･96)

(3･97)



であり,別ま次式を満たす正の走数とする.

- 2R^1伽1ﾄ2入1入2lql｢喜q22 + 4入1入2lqlli sgn(Jl)f"(i)

- 2(2入2 +R入2 +入誓)g2f′′(i) < 0

□

(3･98)

proof. Lyapunov関数侯補Vを式(3･97)とする･ただし, R>0と仮走する･こ

のとき, Ⅴの微分は次式で与えられる.

ｳ= - 2R^1入引qll喜- 2入1入2(ql｢喜q22

+ 4^1入2lgll喜sgn(c'l)f′′(i)

- 2(2入2 + R入2 +入壬)q2f′′(i)

ｳ≦lqll一喜‡-2入1入2(R^2 - 2C)1qll

+ 2(2入2 + R^, +入2)c[gl紬2ﾄ2入1入2q22)･

- 2入1入2(R入2 - 2C)lglI

+ 2(2入2 + R^2 +入至)C[ql紬2卜2Al入2q,2 < o,

式(3.100)より,

(3･99)

(3.100)

(3.101)

であれば, IqlI-喜>oであることより,ｳ<oが得られる･式(3･101)は変数Ixll

およびIx2Iに関する2次関数と考えられるから,

2^1^2(R^2 - 2C) > 0

であれば,式(3.101)の判別式Dlま

D - C2((2入2+R入2+入写))2 -4入…入≡(R入2-2C) < 0,

(3.102)

(3.103)

となるのでｳは負定である.式(3･103)はRの2次関琴であり, C>0,入2>0で

あるから, R8ま唯1つ極小点をもつ. Dの別こよる微分は次式で表わされる･

aD

福-･2入2C2(2入2 + R^2十入至) - 4^;入…･
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aD

福-0のとき,

R=些_里_2
C2 ^2

(3.105)

であり,これがDの最小値を与える･式(3･･105)を式(3.103)に代入すると,

林… (入…入… -2入2C2一入至c2 - 2C3) < o･

となる.ｽ苦人…>0であるから,

(ｽ至ｽ芸- 2入…c2一入亨入…c2 - 2入…c3) < o

2C2

⇔入2'C'耳

(3･106)

であるとき, D<0･ RGま走義より正であるから,式(3.105)のRをﾁｪｯｸす

る･入2-C+晋+p(q∈R')を式(3･105)に代入すると,

R-望一望+2,21C

となる･式(3･109)および(3.102)より次式が得られる.

入1>0｡

したがって,

2C2

^1'0,入2'C'y,

であるとき, t,<oおよびⅤ>oが得られた.

最後に補題2･4を適用することにより収束保証時間T(xo)が得られる.

(3･109)

(3･110)

(3･111)

[ｺ

例3･3･例として,信号f(i)-sin(2i)の微分を求める間題を考えよう･ f"(i)=

-4sin(2i)であるから, C-4である.したがって"入1-10,入2=5と選べば微

分器は有限時間で整走する･ R-30ととると,初期値x. - (o,o)に如する収束

時間はr(xo) ≦3･62と保証出来る･ｼﾐｭﾚ-ｼｮﾝ結果をFig. 3.3に示す.十

分時間が経過した後,微分器は正しく微分値を推走できていることが分かる.ま

た,保守的ではあるが収束時間も保証できていることが確認できる.
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3.10.3厳密な2階微分器

2階微分値や滑らかな1階微分値を得るためには, 2階微分器が必要である. 2

階微分器は以下のようになる.

汝1 -X2一入11xl - f(t)I書sgn(xl -f(t))

ゑ2 -X3 -ｽ2Ixl - f(i)l喜sgn(xl -f(i))

i3 -入3Sgn(xl - f(i)) (3.112)

yl=X2

y2=X3?

ここで, x- (xl,X2,X3) ∈削ま状態量であり滑らかな1階微分出力がyl,軍階の
微分出力がy2, ^1,人2,ｽ3は適当な正の走数とする.

次に, 1階の厳密微分器と同棟に誤差ｼｽﾃﾑを構成する. ul -XI-f(i),q2 -

x2-f'(i),q3-X3-f"(i)とおくと,式(3.112)は次式のようになる.

61 - J2 - ^1帆書sgn(ql)

62 - C,3一入21JIJ喜sgn(ql)

63 - -f′′′(i)一入3Sgn(ql).

(3.113)

ｼｽﾃﾑ(3･113)をLeⅦntの方法で有限時間整走性を示すことは不可能である.

しかし,ｼｽﾃﾑ(3･113)は拡大(1,書,喜)に関して一喜次の同次であるから,ｼｽ

ﾃﾑが漸近安定であれぼ有限時間で整走し,ｼｽﾃﾑ(3.112)は厳密な微分器と

して動作する･ｼｽﾃﾑ(3.113)が漸近安走となる条件を以下の走理に示す.

定理3･16･入力億号f(i)の3階微分は-C ≦ f′′'(i) ≦ C (C > 0)を満たし,

入1,入2,入3 >0かつa,b,dは以下の条件を満たすとする.

8a (芸+封,2b2.2ad2+3書a喜芸
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27 (芸a^1 -b^2一筈わ) {4(入3-C,･d,2

･4 [去〈2(芸.%)･2d一芸)2･d入2]3

4 27〈芸a入1-b^2一芸(^3･C,){d-4(^3･C,}2

･4 [去〈2(芸+%)1一芸-2d(^'3-C,)2]31
このとき,ｼｽﾃﾑ(3.113)は有限時間で整走する･

proof.以下のようなLyapunov関数侯補を考える･

(3.115)

(3.116)

v - a[JIJi ⊥ bLglI書sgnc,l ･q2+cLq212 -do･2C,32sgnq3+q34 -eqlg3, (3･117)

ただし, a,b,c,d,e>0とする.ここで,次式が満たされると仮走する･

[

rlalo･11喜- blql[書clq22 > o

c2Cr22 - dJ2CT32 sgnq3 + rlO･34 > o

r2alJll喜- eqlq3 + r2g34 > o,

ただし,

cl+c2-C, γ1+γ2-1

である.こあとき, V>0となる.式(3.118)が満たされる十分条件は

b2

4cl>-
rlα

d2

4c2>-
γ1

3書e

γ2>

8α書●

61

(3･118)

(3.119)
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と成る･ただし,式(3.122)は走理?7を用いることで得られる.ここで,式(3.120),

式(3.121)およびcl+c2-Cより,

b2 d2

4(cl+c2) > -+-
rla rl

b2 d2

rl>互蒜+石

が得られ,式(3･124),式(3.122)およびγ1+γ2-1より,

b2 d2 3ie

rl+r2'蒜+石+言話
8ac > 2b2+2ad2+3芸a喜e

(3.123)

(3.124)

が得られる･逆に,もし係数a,b,c,d,eが式(3.126)を満たすならば, cl,C2,rl,r2

は必ず存在する･したがって,もし係数a,b,c,d,eが式(3.126)を満たすならぼ,

Ⅴは正走である.

-方,

ｳ- - (ga^1 -b^2 -e(-′′l(i,)) Fql

･ (芸a+言b^l - 2c入2)
lqlJ喜sgnql ･ Cr2

+ (kle - b)JglJ書sgnql ･ g3ﾆIbJqlr喜q22

･ (2c一芸+ 2d(-",(i,,sgnql Sgng3) q2q3

- 4 (入3 + f"'(i)) q3sgnql - d[q3J3

+ d入2fqlli sgnql ･ q32sgng3.
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となる･もし, c-蔑+艶かつe-怠であるならば,

Ⅴ=-
入3 + f′′′(i)

)
lql卜blqll一喜q2?

･ (2c_一芸+ 2d(^3 ･ f′′,(i,,sgnJISgnq3) q2J3

- 4 (入3 + f′′I(i))q3sgnc,l - dlg313

+ d入2Iqll喜sgnJl ･ g32sgng3.

(3･128)

となる.

t,が負となる条件を調べるために,･ 4つ′の条件を走義し,それぞれに対して条

件を調べる.すなわち, gの符号がすべて同じか, 1つの符号だけが異なるかで

条件を分けた.

case l:すべての符号が同じ場合.

この場合では,

Ⅴ=-

式(3.128)は次式のように書き直すことができる･

入3 + f′′′(i)

)
lqll Jlqlr喜J22

･ (2c一呈+2d(^3･f",(舌))) g2q3

- ‡4(入3 + f′′'(i)) +d) Jo･I3

+ d入2lqll喜sgnql ･ O-32sgng3.

(3･129)

式･(3.129)はq2, q2に関して凸であるから,極大点を-つ持ち,その点で最大値

となる.そこで,ｳのq2に関する偏微分を求めると次式が得られる.

芸--2b･qlr喜q2+ (2c･2d- ;) q3
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l

l

l

r



∂1′

拓-0であるとき, q2は最大となる･このときのo12は

q2-去(2c･2dT;) ･glf喜q3

となる･以上で得られたJ2をれこ代入すると,

Ⅴ<-

(

4

言a入1 - b入2 -

入3 + f′′l(i)

1
/

lqlf

(去(2c+2d- ;)2･d^2) fql･%q32
- 4(人3 + f"l(i)) + dlg3L3

･- (ga^1-b^2一守卜

〈去(2c･2d- ;)2+d^2) ･ql･%q32
-4(ｽ3 -C) +dJg3f3.

となる･走理(2.3)より,もし

4(去(2c.2d-;)2･d入2)3

<27

(

4 ^3+C

言a入1 -b人2 - -^1

であれば,ｳ<o.

Case B: qlの符号のみが違う場合
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(3･131)

(3･132)

(3･133)
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この場合では,式(3.128)は次式のようになる･

ｳ- - (3a^1 Tb^2一芸(入3+f"I(t,,) Iqlf -b,qlr%x…

･i2c一芸
2d (入3 + f"/(i))

〉
q2 q3

(3.135)

- (d- 4(入3 +f′′'(t))) lg313･

case lと同様の諌論により, t'<0のための十分条件は以下のようになる.

4 [去(2cT芸-2d(^3-C,)2]3

･27〈芸a^1-b^2一芸(入3･C,){d-4(入3･C,,2･

(3.136)

case.3‥ q2の符号のみが異なる場合

この場合はCase lに含まれる.

ca8e 4: q3の符号のみが異なる場合

この場合はCase 2に含まれる.

式(3･126),式(3･134),式(3･135), c-蔑+艶, e-患より,ｼｽﾃﾑ(3･113)
が漸近安定となるための十分条件が得られた. □

例3.4.ここでは, 1階微分器に対して考えた膚号と同様の膚号f(i) -sin(2i)の

2階微分を求める間題を考えよう. f′′′(i) - -8sin(2i)であるから, C-8とな

る.したがって,入1-20,入2-20,入3-20,a-100,b-50,c-1に選べば,微

分器は有限時間で整走する. ,ｼﾐｭﾚ-ｼｮﾝ結果をFig. 3AおよびFig. 3.4にs

示す. 1階微分値, 2階微分値ともに正しく得ることができていることが確認で

きる.
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Fig･ 3･2 Simulation Results･･ Example 3
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3.11. 3章のまとめ

本章では,不連続な同次ｼｽﾃﾑについて解析をおこをった.まず,ﾃﾞｲﾌｱ

ﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝについて簡単に説明を行い, Lyapunovの遵走理に

関してClarkeらのものとRosierのものを整理しｼﾝﾌﾟﾙな走理3.8にまとめた/

さらに,不連続な同次ｼｽﾃﾑに対して,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮ

ﾝの概念を導入することにより,同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝが

局所的に弱安定なときには任意の同次次数をもち任意の回数だけ微分可能である

同次Lyapunov関数が存在することを示し,特に漸近安走である場合においては

連続な同次ｼｽﾃﾑの有する特性と同様の性質があることを明らかにした.

章の後半では,不連続な同次ｼｽﾃﾑの代表例である高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-

ﾄﾞ制御と厳密微分器について安定性を検討した.
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第4章非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑに対

する同次有限時間整定制御

4.1.非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑとは

前章までに,同次ｼｽﾃﾑ,不連続な同次ｼｽﾃﾑについて述べてきた･本章

では,線形制御では達成できか､制御則の設計間題として,非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽ

ﾃﾑに対する不連続制御器の設計を考える.

まず簡単に非ﾎﾛ■ﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑについて述べよう.非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃ

ﾑとは,ある常微分方程式系の中に,非ﾎﾛﾉﾐｯｸな拘束を含むｼｽﾃﾑのこ

とを言う.非ﾎﾛﾉﾐｯｸな拘束とは,条件が不等式で表わされたり,ある状態

変数(力学的には座標といったほうが正しい)の微分の間の積分不可能な関係で

与えられる拘束であるが,特に非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑというときには,後者,

すなわち,ある状態変数の微分の間の積分不可能な関係式を持つｼｽﾃﾑのこと

をいう.

具体的にどのようなｼｽﾃﾑが非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑかというと,自動車の

ような車輪を持った移動車両や宇宙ﾛﾎﾞｯﾄ,あるいは非駆動関節を有するﾏﾆ

ﾋﾟｭﾚ-ﾀなどが非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑとして知られている.

非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑの可制御性については未知の部分もあるが,対称ｱﾌｱ

ｲﾝな状怒方程式で表現可能なｼｽﾃﾑについてはほぼ解明されている.このよ

うな非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑは可制御ではあっても連続時不変状態ﾌｲ-ﾄﾞﾊﾞｯ

ｸでは状怒を平衡点に安走化できか､ことが知られており【38],制御が困難なｼ

ｽﾃﾑの-つとしてとらえられている.
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4･2･非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑに適用可能な解

非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑに対して不連続な制御器を構成するとき,ﾃﾞｲﾌｱﾚ

ﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝの議論を用いると,すなわちBrocke叫38]の意味で

漸近安走化不可能である場合, Filippovの意味で漸近安走になることはか､とい

う間題が生じる[37].これは,非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑに対して不遵続な制御器

を設計するとき,分碓面を持つように設計するのだが, Filippovの対応付けをす

る際に,分離面がすべて不安走平衡点となってしまい,分離面にとどまる解が存

在してしまうことから大きな間題である.

これは,ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝに対応づけられる際に生じる寄生解,すなわちある

絶対連続な解でx(io) - xoかつi(i.) - f(x.)を満たすものが存在するのにもか

かわらず存在する他の解,の存在に顕著に現れている･本研究では, Filippovの

解の集合Sから寄生解の集合pを除いた集合をNと書き,実態解と呼び,次式

のように定義する.

N - S＼P (4.1)

しかし,このようにして走義した実態解Ⅳは区分連続程度の不連続なｼｽﾃ

ﾑに対してのみ有効である.そこで,この考えをさらに-般化した以下のEuler_

Filippovの解を走義する.

定義4･1 (Euler-Filippovの解).微分方程式系

i - f(x) (4.2)

を考える･ただし, fはLebesgue可測かつ局所有界であるとする･あるx(i)が

以下の条件を満たすとき(4.2)のEuler-Filippovの解と呼ぶ.

1･∬(0) -∬o

2･ x(i)はゑ∈ K(x)f(x)に対するFilippovの解.
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3.あるxEに対するFilippovの解の集合をxE(t)と書き,

xE - Xo +f(x)E (4･3)

であるとする.このとき, Eをoに近づけていったときの解の集合XEの中に

x(i)が含まれる,すなわち

x(i) ∈ !l!3XE(i) (4.4)

が成立する.

[ｺ

このようにEuler-Filippovの解を走義するとき,以下の命題が成立する.

命題4.1.実態解はEuler-Filippovの解である＼. □

ただし,本研究で扱うｼｽﾃﾑは区分連続であるので,実態解はEuler-Filippovn

の解となるため, Euler-Filippovの解のみを扱う.

4.3. 1次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する同次有限時間整

定制御器

非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑの中でもっとも研究が盛んに行われているｼｽﾃﾑが

ﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑ､あるいはﾁ上ｲﾝﾄﾞﾌｵ-ﾑｼｽﾃﾑと呼ばれるｼｽﾃﾑ

である.このｼｽﾃﾑに対するﾌｲ-ﾄﾞﾊﾞｯｸ制御として,大きく分けると不連

続な時不変状態ﾌｲ-ﾄﾞﾊﾞｯｸと時変の滑らかな状態ﾌｲ-ﾄﾞﾊﾞｯｸという2つ

のｱﾌﾟﾛ-ﾁに基づいてさまざまな方法が提案されてきた.

前者の方法では,不連続な時不変制御器は制御則の構成が困難である,入力が

無限大となるような初期状態をもつといった間題を抱えている. -方,後者の時

変の滑らかな制御器は収束の遅さに悩まされてきた.この間題は近年M'Closkey

ら[29]による同次性の導入により改善されたが,この方法では原点において不連

続になってしまい,滑らかであるという時変の状態ﾌｲ-ﾄﾞﾊﾞｯｸの利点を失っ

ており,時変の制御器である必要はか-と考える.

71



そこで,本論文ではﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対し時不変の不連続な同次制御器を

設計することで,入力が発散するような特異点を持つことなく有限時閏で整走す

る,構成が簡単な制御則を提案する･本制御則を用いることにより,収束速度を

有限時間整定あるいは指数安走といったように選択が可能であることを示す.

4.3.1対象ｼｽﾃﾑ

本節では,制御対象として以下のようなｼｽﾃﾑを考える.
■

Xl=ul

X2=u2

X3 =X2ul (4.5)

Xn = Xn-1ul

このｼｽﾃﾑは, -般的には単にﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑと呼ばれるが,本論文では

4A節にかて高次ﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑを扱うため,特にｼｽﾃﾑ(4･5)を1次の

ﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑと呼ぶ･このような1次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑの状態変数の

中で,特に部分状態x2,･･･,Xnを考える事にする.ここで, ul=1としたときｼ

ｽﾃﾑは以下のようになる.

X2=u2

∬3=∬2

(4.6)

Xn = Xn-1

X2 =u2

X3 =-X2

Xn = -Xn-1
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となり,これらはそれぞれ線形の可制御なｼｽﾃﾑである.このことから, 1次

のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑの制御においてはulが0にならなければ制御は非常に簡

単である. -方,もしxl以外の状態量が有限時間で整走できなければ, ulは無

限大時間まで常に値を持たなければならず∬1を整走させることが非常に困難と

なる.

ところが,有限時間内でxl以外の状態量を原点に整走することができれば結

局ulが0となっても状態は原点から移動しか､ため特に間題は生じない･そのた

め, 1次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する制御則においては有限時間整走制御が非

常に重要であると考えられる.

次項において実際に有限時間整走制御を1次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対して適

用することによりｼﾝﾌﾟﾙに制御系が設計できることを示す.

4.3.2 1次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する同次有限時間整定制御則

提案する制御法の基本的なｱｲﾃﾞｱは次のようなものである∴まず部分状態

(x2,｡.. ,Xn)を有限時間で整走させ, xlはそれと同時あるいは部分状態が整走し

た後に安走化する.この考え方により,部分状態が有限時間で整定するまでulを

oにすることなく全状態を安走化させることができる.

次に制御則の概要を示す.提案する制御法ではulはsgnxlまたは-sgnxlの値

をとる.このため, xlが0に収束するまで少なくともIq71Iの時間がかかる･そこで,

部分状態x2,… ,Xnが時間Ixll以内で有限時間整走するときにはul - -SgnXl,

それ以外の時にはul -SgnXlとする.この方法によりすべての状態が原点に収

束する.

言い換えれぼ,本手法は領域を2つに分割して制御することになる･それぞれ

の領域を次のように定義する. ul-SgnXlとなる領域をAreaA, ul--SgnXl

となる領域をAγ℃αβとする.このとき,各領域における制御目標は次のように

まとめることができる.

AreaA

ul -SgnXlとし, u2は部分状態(x2,･- ,Xn)をある有限時間T9 < lxIIで収束が

保証できる領域に移動できるように選ぶ.
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AreaB

ul--SgnXlとし, u2は(x2,･- ,Xn)を有限時圃Tgで整定させるものを選ぶ.

ここで,有限時間整定制御として同次有限時間整走制御を用いるため,収束時

間保証関数Tgは既知である.

具体的には,ｼｽﾃﾑ(4.5) 8=,対し人力ulとして

ul - Sgn[Ts(xl,･ ･ ･ ,Xn) - fxll]sgnxl (4.8)

を考える･ただし,関数Ts:Rn →馴まArea別こおいて(x2,･･･ ,∬n)が原点に整

走するまでの保証時間関数であり,つねに状態がA;ea別こ存在すると仮走した

場合における収束時間保証関数T9である･もっと正確に言う'ならば,部分ｼｽ

ﾃﾑ(4･6)に対する収束時間保証関数をTg,1,部分ｼｽﾃﾑ(4.7)に対する収束時

間保証関数をT9,11としたときTs -T9,-SgnXlである･

この関数Tsを切り替え時間関数とよぶ･ ulの構成よりAreaBGま集合‡榊11 >

Ts(x))と表現することが可能であり,集合‡榊1l -T8(x)‡はAreaAとAreaB

の境界を走める･切り替え時間関数は正確には以下のような条件を満たす任意の

関数となる.

定義4･2 (切り替え時間関数)･関数Ts :Rnぅ馴ま以下の条件を満たすとき切り

替え時間関数と呼ぶ.

1･Tsはsgnxl,X2,･- ,Xnの関数であり,任意の(x2,... ,Xn)≠0においてTsは

連続かつ, Ts(sgnxl,X2,.- ,Xn) > 0.

2･すべてのE> JIx2,- ,Xn=こ対して6>Ts(sgnxl,X2,･‥ ,Xn)であるような
∂が存在する.

3･ul --SgnXlのとき,あるioにおいてTs((i.)) -Ts.であるとすると常に

(x2(io+Tso),･･･ ,xn(io+Ts.)) - 0が成立する.

4･ul--SgnXl,X≠0のときiTs≦-1.

5･Ts(sgnxl,0,･･. ,0)-0

□
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ここで,式(1.9)のsgn関琴の走義を再掲する･

SgnX =

〈;1 ('xx2'.0,'
(4.9)

このようにsgn関数を走義することにより∬1-0で入力が0となることを防いで

いる.

この領域の移動(入力の切り替え)に関しては以下の補題が成立する･

補題4.1.ｼｽﾃﾑ(4.5)に対しulを式(4･8)のように選んだときTsがxの軌道

に沿って有界であれば叫の切り替えは最大1回しか存在しない. □

proof. xlはTs ≧ ]xllのとき狭義単調増加であるから, Tsがxの軌道に沿って有界

であれば必ず℃< 1xllとなるので切り替えは必ず1回存在する･また, Ts<lxll

であるときには

∬1 - -Sgn∬1 (4･10)

およびTsの定義よりj7s < Ii=1lであるから,切り替えは最大1回しか存在しな

い. □

ここでAreαAにおいてｼｽﾃﾑ(4.5)は

Xl =SgnXI

X2=u2

X3 = X2Sgnよ1

Xn = Xn-1SgnXl

と表現でき, Area別こおいては

Xl = -SgnXI

X2 =u2

∬3 = -∬2Sgn∬1

Xn = -Xn11 SgnXl
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と表現することができる･それぞれの領域における制御日標は,部分状態(x2,･･･ ,Xn)

を･ AreaAにおいて有界に保つ, Area別こ如､て有限時閏で整定させることで

ある･これらの2つの制御目標を統-的に取り扱うために,新しい変数Eを

El-XI

Ei-Xi[sgnul]n~i (2_<i≦n-1)

En-xn

v2 - [sgn ul]n-2u2

のように選ぶと次式のように統-して表現することができる.

fl - Sgn[Ts(sgnEl,E2,... ,Enﾄ1EIJ]sgnEl

i2-V2

i3-E2

(4･13)

(4.14)

㌫-㌫_1

したがって, v2を(E2,･･･ ,En)が有限時間で整走するように構成すれば, AreaA,

Area別こおける各目標を達成することができ, 2つの領域における間題を1つに

まとめることができた･このような変数Eを用いたとき, A,eaAからA,eaBへ

の切り替えの瞬間は考慮していか､が,補題411より-度状態xがArea別こ移動

するとAreaAに戻ることはないため,切り替えの瞬間にｼｽﾃﾑが特異な拳動
を示すことはない.

次に,ｼｽﾃﾑ(4･14)に対して同次有限時間整走制御券を設計した際における,

切り替え時間関数の構成について述べる.ｼｽﾃﾑ(4.14)におけるv2として利

用する同次有限時間整走制御器はEに対して連続であるため常に収束時間保証関

数T9(E)は存在し, ulが切り替わる瞭間およびx=oを除いて常に

T9 -< -1 (4.15)

が成立する･ところが, ulの切り替え点においてEの状態にｼﾞﾔﾝﾌﾟが生じるた

め, -般にT9は不連続になりT9がそのまま切り替え時間関数となるわけではな
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い.しかし,常にｼｽﾃﾑ(4.12)におけるT9,すなわち

Ts - Tg(xl,X2ﾄsgnxl]n-2,･- ,xi卜sgnxl]n~i, ･ ･ ･ ,xn) (4･16)

は切り替え時間関数としての走義を満たす.また,このように構成した℃は拡大

△!r2,･･･7rn)に関して-k次の同次であることが容易に確認できる.

したがって,このようにEに対して有限時間で整走する拡大△!r2,･･･,rn)に関し

てk < 0次の同次制御器v2を設計したとき,もとのｼｽﾃﾑ(4.5)は△皇-k,r2,-,rn)

に関してk次の同次となる.ゆえにArea別こおけるLyapunov関数侯補として

va - Ts2 + x誓(4･17)

を考えると,時間微分Vaは負走であるため補題2.4よりｼｽﾃﾑ仝体としても有

限時間で整走することがわかる.

このように制御則を設計すると,制御側は区分連続となり, E-11er-Filippovの

解を用いたとき,明らかに以下の走理が成立する.

定理4.1. 1次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑ(4.6)に対し,入力として

ul -Sgn[Ts(xl,.･･ ,Xn) - 1xII]sgnxl

u2 - 【sgnul]n~2v2

を考える.ただし, Tsは切り替え時間関数であり,, v2は(4･13)の変換で与えられ

たｼｽﾃﾑに対する同次有限時間整定制御則であるとする.

このとき,ｼｽﾃﾑのEuler-Filippovの解は有限時間で整走する･ □

4.3.3収束速度の設計

提案した制御器(4.18)は原点において不連続なものであるため,原点において

ﾁﾔﾀﾘﾝｸﾞが生じるという薙点がある.そこで本項では前項で述べた同次性を

基にこれらの間題を解決しつつ収束速度の設計を行う.

-般には,特に局所的には,有限時間整走を指数安走に含めることが多いが,

本論文では有限時間で整走しない指数安走を単に指数安走と呼び,有限時間整走

と区別して考えることとする.
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-般に,ﾄﾞﾘﾌﾄ項のか､ｼｽﾃﾑに村して次の走理が成立する.

定理4.2.ｼｽﾃﾑ

t2iZ

9-∑Yi(y)wi, y∈Rn
i=1

に村して,入力

wi - fi(y)

を選んだとき,閉ﾙ-ﾌﾟ系

Fii】

9 - ∑Yi(y)fi(y)
i=1

が漸近安走であるならば,正走関数p(y) :Rnぅ汲を用いて入力を
/

wi - P(y)fi(y)

としたときも,ｼｽﾃﾑは漸近安走である. □

(4･20)

(4･21)

(4.22)

(4･23)

(証明の概要)ｼｽﾃﾑ(4･20)のLyapunov関数が存在するときは参考文献[29]に

解説があるI Lyapunov関数の存在性がいえないときにおいても参考文献[7]Lem血a
2.4より同棟の結果を導くことができる.

前項までの結果より,ｼｽﾃﾑ(4.5)に同次有限時間整走制御器を設計するこ

とができた･上の走理4･2より入力に正走関数を掛けても安走性を損なわないの

で,同次ｼｽﾃﾑに対して,以下の走理が成立する.

定理4･3･ｼｽﾃﾑ(4･5)に対し, ul,u2を代入したｼｽﾃﾑが△皇-k,r2,･-,rn) 8こ対

してk (k<0)次の同次であるとするとき,新たな入力として

u11 - ‖xIIfr,p)ul

u; - HxIJfr,p)u2
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】

l

l

1.0≦h<-kのとき

ｼｽﾃﾑは有限時間で整走する.

2.h=-kのとき

ｼｽﾃﾑは指数安定になる.口

(証明の概要)有限時間整走に関しては補題2･4から明らかである･指数安定に

関しては参考文献[29]に説明がある･

また, h> -kの時には高次の収束になり,原点から離れた領域では速い収束

になるが,原点近傍での収束は遅くなる.有限時間整定ｼｽﾃﾑは原点から離れ

た領域におﾚﾐて収束が遅くなり,原理上有限時間でxl-0になることによりﾁﾔ

ﾀﾘﾝｸﾞが発生する.そこで,このように入力に同次ﾉﾙﾑを掛けることにより

ｼｽﾃﾑを指数安走にすることによりこれらの間題を解消することができる.

4.3.4 3状琴のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する制御系設計

本項では前項までに述べた方法を実際に適用して制御器の設計を行う･ここで

はもっとも簡単な1次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑである, 3状態のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃ

ﾑに対する設計間題を考える.村象とするｼｽﾃﾑを以下に示す.

Xl=ul

X2=u2

X3 = X2ul

(4.25)

このｼｽﾃﾑに対して4.3.2項で述べた手順で入力ul,u2を設計する.まず式(4.8)

を用いて入力ulを

ul - Sgn[Ts(sgn(よ1),X2,X3) - Ixl]] sgnxl
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とし,式(4.13)の変数変換を行う.

El-XI

E2 - X2[sgnul]

E3-X3

v2 - 【sgnul]u2

このとき,もとのｼｽﾃﾑ(4.25)は次式のように書きなおすことができる.

El - Sgn[Ts(E2, E3) - 1EIJ] sgnEl

i2-V2

i3 -E2

(4･27)

(4･28)

ここでは,式(2･53)を参考にしてv2 - -klJE3[2q-1sgnE3 - k2JE2((2q-1)/qsgnE2

(1/2<q<1)の形の入力を考える.このとき部分ｼｽﾃﾑ

E'2 - -klJE3(2r-1 sgnE3 - k21E21警sgnE2

i3 -E2
(4.29)

は拡大△皇q,1) 8こ対してq-1次の同次であるから, 1/2<q<1のとき有限時問で

整走する･ここで,部分ｼｽﾃﾑ(4.29)に対するLyapuno,関数の候禰として次

式を選ぶ.

v -筈IE3f2r-1 ･ bE3IE2f繁sgnE2 ･ fE2J2
このときLyapunov関数侯禰の微分は

ｳ- 1E21苧
[

2q-1

q

2q-1

bkl fE312q - ｢㌻k2bE31E2f苧sgn E2

-(2k2 - b)fE2[2]

のように得られる.したがって,

kl,k2>0
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および,補題2.3よりbが条件

かつ

b< (A)守(2kl,去

(4.33)

(4･34)

を満′たすときv>o,ｳ<oとなり, Vはｼｽﾃﾑ(4･29)に関するLyapunov関数

となる.このとき,状態xが常にAreaBであると仮走することにより収束時間

保証関数Tsを以下のように表現することができる.

Ts-c

[
筈fx3t2q-1. bx3)x21苧sgn(-x2 SgnXl)

+ lx212]岩

ただし,は式(4.33), (4.34), cは式(2･42)を滞たすように選ぶ･

以上のように設計した制御器をまとめると以下のようになる.

ul - Sgn[Ts(xl,X2,X3) - lxll]sgnxl

u2 = -kl(x312q-1sgnx3Sgnul - k2Ix21苧sgnx2

(4･35)

(4.36)

明らかに入力ul,u2は入力が発散するような特異点を持たか､ことが確認できる･

ここまでで不連続な有限時間整定制御芹を設計したが,さらに, 4.3.3項の議

論を基にﾁﾔﾀﾘﾝｸﾞを回避することができる指数安走な制御芳を設計する.ま

･ず,式(4.36)の制御器をｼｽﾃﾑ(4･25)に代入すると,以下のようになる･

il - Sgn[Ts(xl,X2,X3) - lxll] sgnxl

盆2 - -kllx3I2q11sgnx3Sgnul - k2[x21苧sgnx2

i3 - X2Sgn[Ts(∬1,X2,X3) - Ixll]sgnxl
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したがって,ｼｽﾃﾑ全体として, △皇1-q,q･q)に対してq-1次の同次である.し

たがって,入力を

ul - ‖x[l(lrTpq) sgn[Ts(xl, X2,X3) - LxIJ] sgnxl

u2 - ‖叫,7pq)ﾄkllx3J2q-1 sgnx3 Sgnul

- k2Jx21苧sgnx2]

のように選ぶことにより指数安走制御器とすることができる.

(4.38)

4･3･5 3状態のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する同次有限時問整定制御

則のｼﾐｭﾚｰｼｮﾝ例

本章では3状態の1次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対し, 4.3.4項で設計した制御器

を用いてｼﾐｭﾚ-ｼｮﾝを行う･入力の各ﾊﾟﾗﾒ-ﾀとしては, q-11/20,kl=

1,k2-1,b-1,c-10と選び,同次ﾉﾙﾑを

=?J1{r,2} - (fxlf謹叫x2J誉+ Jx3(2)喜(4･39)

とした.

Fig･4･1に有限整走制御器の状艶Fig･4･2に有限整走制御芳の入力, Fig.4.3に

指数安走制御券の状態, Fig･4･4に指数安走制御器の入力のｼﾐｭﾚ-ｼｮﾝの結

果を示す･国より両制御器共に原点に全状態が収束していることが読み取れる.

また, Fig･4･4では実際にﾁﾔﾀﾘﾝｸﾞを消去することができていることが確認で

きる･指数安走制御器のほうが収束が速いように見えるのは,原点より離れた領

域においては指数安走制御器のほうが高速に収束するためである.実際に,指数

安走制御器のほうが入力の最大値が大きいことが確認できる.
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Fig･ 4･1 Simulation Results - State: Finite-time Controller
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Fig･ 4･2 Simulation Results - Input: Finite-time Controller
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･､.丁､

Fig･ 4･3 Simulation Results - State: Exponentially-stable Controller
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Fig1 4A Simulation Results - Input: Exponentially-stable Contro11er

4･3･6 1次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する同次有限時間整定制御の

まとめ

可制御ではあるが,滑らかな時不変状態ﾌｲ-ﾄﾞﾊﾞｯｸでは状態を平衡点で安

走化できないﾁｪｲﾝﾄﾞﾌｵ-ﾑｼｽﾃﾑに対して,不連続な同次制御器を用い

ることにより安走化を実現する方法を示した･提案した方法は,入力が発散する

特異点を持つことなく,しかも有限時間整走あるいは指数安走を選ぶことができ,

収束速度を任意に設計することができる･ 3状態のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対し実際
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に制御器を設計し,ｺﾝﾋﾟｭ-ﾀｼﾐｭﾚ-ｼｮﾝによりその有効性を確認した･

4.4.高次ﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する同次有限時間整

定制細器

前節では,代表的な非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑの1つである1次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼ

ｽﾃﾑに対して不連続な時不変同次有限時間整定制御器を設計した. -方,劣駆

動ﾏﾆﾋﾟｭﾚ-ﾀは1次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに変換できないｼｽﾃﾑとして知

られている.この劣駆動ﾏﾆﾋﾟｭﾚ-ﾀのようなｼｽﾃﾑを扱えるようにﾁｪｲ

ﾝﾄﾞｼｽﾃﾑの概念を拡張した概念が,高次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑである.とこ

ろが,高次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対しては,あまり研究がなされていか､･そ

こで,本節では前節で提案した1次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する不連続な時不

変同次有限時間整走制御器を高次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対して適用可能なよう

に拡張する.

4.4.1高次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑ

高次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑは以下のように表現されるｼｽﾃﾑである･

yfpl) - ul

y!p2) - u2

y!p3) - y2ul

y4b4) - y3ul

(4.40)

yipn) - yn_1ul

ここで, pl-P2-･･･-Pn-1のとき,ｼｽﾃﾑ(4･40)はｼｽﾃﾑ(4.5)と-致

する.この理由から,ｼｽﾃﾑ(4.5)を1次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑと呼ぶ･また,

1次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑは高次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑの特殊な場合ということ

もできる. pl,- ,Pnさえ指定すれば高次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑは･-意に表現で
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きる･そのために,例えばpl-2,p2-1,p3-1の高次ﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑであ

れば, 2-1-1次ﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑというように,本論文ではpiの値を頭に

つけて高次ﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑを指走する.

ｼｽﾃﾑ(4･40)は通常の状態空間表現においては以下のように表わすことがで

きる.

∬1=∬2

Xpl-1 = Xp

Xpl =ul

Xpl+1 = Xpl+2

Xpl+pn11 = Xpl+pn

Xpl+pn -= Xpl+pn+1ul

Xpl+pn+1 = Xpl+pn+2

Xpl+pn+pn-1-1 - Xpl+pn+pn-1

Xpl+pn+pn-1 = Xpl+pn+pn-1+1ul

(4･41)

Xpl+pn+-+p3+1 - Xpl+pn+-+p3+2

Xpl+pn+･-+p2-1 - Xpl+pn+･.･+p2

Xpl+pn+･･･+p2 - u2

ここで,部分状態(xl,- ,Xpl)に対する部分ｼｽﾃﾑは線形であり,ある走数α∈

馴こ対してul -αの時には状鮎からxl,･- ,Xplを除いた部分状態(xpl+1,‥. ,

xpl十pn'･･･'p2)に関するｼｽﾃﾑは線形の可制御なｼｽﾃﾑとなる.本研究では

ﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑをこの2つの部分状態に分けて制御する.今後,部分状態

(xl,･ - ,Xpl)に関するｼｽﾃﾑを=1,部分状態(xpl+17-. ,Xpl+pn'･･ ･ ,Xpl+pn+･･･+p2)
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に関するｼｽﾃﾑを∑2とよぶ.また必要なときには,適当なαo∈R+に対して,

ul =α■0における部分ｼｽﾃﾑ∑2を∑2,a., ul --α0に対する部分ｼｽﾃﾑ∑2

を=2,_α｡と書く･この定数入力を用いると部分ｼｽﾃﾑが可制御になるという性

質は,もしαoと-α.の2値入力で部分状態(xl,… ,Xpl)を安走化することが出

来れば,前節で提案した同時有限時間整定制御を高次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対

しても適用できる可能性があることを示唆している.

実際に, 2値のみで安走化する手法は存在し,特によく知られているものに高

次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御が挙げられる.

4.4.2亭次ﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する制御

本項では高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御および高次同時有限時間整走制御を用

いて高次ﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する制御則を構成する.

まず基本的なｱｲﾃﾞｱを簡単に準べる.まずはじめにulを-定入力とし,部

分ｼｽﾃﾑ∑2を有限時間で整定させる.それから,残りの部分ｼｽﾃﾑ∑1を原

点に安走化する.この手法を用いることにより,部分ｼｽﾃﾑ∑2が原点に収束

するまで叫をoにすることなく全状態を安走化することができる･

次に,痩案手法を解説していく.本研究ではulとして高次のｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞ

ﾓ-ﾄﾞ制御器を用いる. 3.8節で述べたように, pl次の積分系に対する高次ｽﾗ

ｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御器は以下のようになる.

u - -αsgn(Qpl-1,pl(xl,X2,･ ･･ ,Xpl)) (4.42)

ここで, α∈R+は上手に選んだ値である.このときｼｽﾃﾑは漸近安走であり,

状態xは必ずｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞ多棟体bpl_1,plに収束する･このとき,以下のよう

な性質を満たす収束時間下限関数が存在すると仮走する.

定義4.3 (収束時間下限関数)･ｼｽﾃﾑ(4･41)を考える･ここで,関数Tl :RPlｲ

馴ま以下の条件を満たすとき収束時間下限関数であるという.

1.部分ｼｽﾃﾑ∑1がｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞ多棟体上に存在するとき,すなわちx∈

‡榊pl-1,pl(x) -0)であるとき, Tl-0･
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2･Tlはxl,･- ,Xplの関数であり,すべてのQpl_1,pl(xl,.‥ ,Xpl) ≠0を満たす

xに対してTlは連続かつTl(xl,.‥ ,Xpl) > 0.

3･すべてのE > Hxl,･･･,Xpl附こ対し, 6 > Tl(xl,･･･,Xpl)を滞たす6が存在
する.

4･ ul - -αSgn(Qpl-1,pl(xl,X2,.･･ ,Xpl))であるとき状態がｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞ多様

体bpl_1,plに到達するまで耶≧ -1.

[ｺ

収束時間下限関数が常に存在することは証明できか域pl -1および2の場

合における収束時間下限関数はZQpl_1,pIJと表現できる. pl = 1の場合は明らか

であり, pl -2の場合は4.4.3項の例題内で解説する.

また,もしulとして

ul - αSgn(Qpl-1,pl(xl,X2, - ･ ,Xpl)) (4.43)

を用いた場合,ｼｽﾃﾑが不安定となることは明らかである.

この串うに収束時間下限関数が存在する場合,部分状態(xl,･‥ ,Xpl)がｽﾗｲ

ﾃﾞｲﾝｸﾞ多棟体Qpl-1,plに到達するまで少なくともTlの時間がかかることが保証

できる･したがって,もし我々が部分ｼｽﾃﾑ=2をTl以内で原点に収束させるこ

とが可能であれば,その後部分ｼｽﾃﾑ=1はｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞ多様体に拘束される

のですべての状態は原点に有限時閏で収束する･この性質を用いて,もし部分ｼ

ｽﾃﾑ∑2を時間Tl以内で収束させることｶ河能な場合にはul - -αSgn(4pl-1,pl)

とし,そうではない場合にはul - αSgn(bpl_1,pl)とし, u2はそれぞれの場合に

おいて対応する線形ｼｽﾃﾑに対する同時有限時間整走制御則を用いる.この手

法を用いることですべての状態∬は原点に有限時間で整走する.

提案する手法は, 1次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する同次有限時間整走制御則と

同棟に･状態空間を2つの領域に分割し,それぞれ異なる目的で制御を行うとい

う手法である･ 2つの領域は前節と同様にそれぞれAreaAとArea Bと呼ぶ. A,ea

Aはul - αSgn(Qpl-1,pl)となる領域であり, Area別まul - -αSgn(4pl-1,pl)と

なる領域であり, AreaB8こおいては我々は部分ｼｽﾃﾑ=2を時間Tu ≦771で収
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束させることが可能である.ここで,関数Tuは収束時間上限関数であり,以下

の条件を滞たす常に正値をとる関数である･

定義4.4 (収束時間上限関数)･ｼｽﾃﾑ(4･41)を考える･また, ul - -αSgn(¢pl-1,pl)

およびu2は部分状態∑2を安走化する同次有限時間整走制御であると仮走する･

このとき,関数Tu :RnうRが以下の条件を満たすときTuは収束時間上限関数

であるという.

1. Tuは連続でありすべての(sgn(ul),Xpl.1,- ,Xpl+pn,-･ ,Xpl+pn'-+p2)に対

しTu(sgn(ul),Xpl.1, - ,Xpl+-+pn, ･ ･ ･ ,Xpl+･･･'pn'･･･'p2) > 0･

2. IIxpl+1,･･･ ,Xpl.Pn,･･･ ,Xpl'pn+･･･'p21l < EであるようなすべてのE ∈ R'に

対して, Tu(sgn(ul),Xpl+1,- ,Xpl.Pn,･･･ , Xpl+pn'･･･'p2) < 6であるような

6 ∈R+が存在する.

3.時如.においてTu(sgnul(i.),xpl+1(io), - ･ , xpl'pn(舌o), ･ ･ ･ ,xpl+pn+-･'p2(io))

= Tu.であるとき, (xpl.1(io+Tuo), ･ ･ ･ ,xpl'pn(io+Tuo), ･ - ,xpl'pn'･･･'p2(io+

Tuo)) - 0が成立する･

4･ Tu(sgp(ul),Xpl+1, ･ ･ ･ ,Xpl+pn, ･ ･ ･ ,Xpl+pn+･･･+p2) < Tlの領域においては, iTb ≦

-1.

□

これは,前節の収束時間上限関数の拡張である･簡単な解釈を行うと･本研究

で用いる同次有限時間整走制御則はLyapunov関数が既知であるため,前節と同

棟の手法により収束時間保証関数も簡単に求まり,これを-般にT9と書く･ここ

で,ｼｽﾃﾑ=2,αに対する収束時間保証関数をTg,α,ｼｽﾃﾑ∑2,-αに対する収

束時間保証関数をTg,_αと表わすことにする･このとき,収束時間上限関数Tuは

以下のように表現することができる.

Tu - Tg,-αsgn¢pl_1,pl (4･44)

結局,我々は高次ﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対し以下のような入力を得ることがで
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きる.

ul - αSgn[Tu - 771] sgn(Qpl-1,pl) (4A5)

u2 - [αSgnul]n~2v ('4.46)

ただし心はp2+･･･+pn次の積分系に対する同次有限時間整走制御器とする.

このように入力を構成するとき以下の補題が成立する.

補題4･2･ｼｽﾃﾑ(4･41)に対し入力として(4.45)式を代入したｼｽﾃﾑを考え

る･状態xが常にAreaAに存在する場合, Tuは0に収束すると仮走する.この

とき, ulはｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞ多棟体に到達するまでに多くとも1回の切り替えしか
行わない.

証明は補題4･1と同様にして行うことができるのでここでは割愛する.すなわ

ち, AreaAからAreaBへの移動は一回しかありえず,しかもその逆は存在しな

いことが保証できる.

したがって,入力(4･45)を用いたときにおける叫の切り替え時に領域の切り

替えが無限に続くような特異な挙動は発生せず,提案手法により状態∬を任意の

状態から原点に安走化することができる.

4･4･3 2-1-1次ﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する制御則

本章では提案手法の有効性を確認するため,以下のようなもっとも簡単な高次

ﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑであるpl -2,p2 - 1,p3- 1の高次ﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑ,

2-1-1次ﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する制御則を構成する.

∬1=∬2

X2=ul

X3 = X4ul

X4=u2

92

(4.47)



ここで, ulは値としてαまたは-αしかとらか､と仮走して座標変換

El -Xl,E2 - X2,E3 -X3,E4 - α∬4Sgnul

Vl = ul,V2 = Cm2Sgnul

を行うと,

il-E2

卓2-Vl

i3-E4

i4-V2

(4･50)

が得られる.

pl-2に対応する高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御器は以下■のようになる･

vl = -αSgn(El!(s-) + E2)

ここで,このvlは拘束面

Eli(s-) +E2 - 0

において入力が切り替わるが,この面は以下の多棟体

El +E22(s-) - o

と等価なものである.したがって,

sgn(Eli (s-) + E2) - Sgn(El + E22(富))

,が成立するから,ここ.で, Lyapunov関数侯補として

v2 - S2 - (El+E22(言))2

とすると,

tr2 - 2Sx2 - 4α[E2IISl
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が成立する･したがって, α> 1/2の時準負走であり, LaSalleの定理より-様に

拘束面に収束する･ところが,この式はIE2fを含むため制御則の切り替えの判定

には不向きである.そこで,次の関数Fdを考える.

Fd- (sf- 1E子(首'･f2L

!sl
iTd---SgnEISgnS-α≧ -α-1

1EIJ喜

このとき,

(4.57)

(4･58)

となる･したがって,この関数は実は-α-1より速い速度で収束することはな

い･したがって,収束時間下限関数Tlは以下のように得られた.

･l - &Ed
また, 2次の同次有限時間制御器は次のようになる.

v2 - -l2 (E4i# 's-'･ llHEi1-k,(s-,) 3# 's-'

また, Lyapunov関数は以下のように得られる.

v -与空JE4J串+純ﾄk''s-'･E4

･ (字l声+1) E32
したがって,収束時間保証関数T9は

T9 - CVi

となり,収束時間上限関数Tuは

Tu - T9,-αSgn41,2

のように得られた.

結局, ulを以下のように構成することができた.
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ul = αSgn(Tu - Tl)sgn(x享(富) +x2) (4･64)

まとめると, 2-1-1次ﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する安走化制御器として以下の

ような入力

ul = αSgn(Tu - Tl) sgn(x享(s-) +x2)

u2 - -l2 (x4H's-'sgnul

･ llHx!1-k, (s-,) 3f% 's-'sgn ul

(4.65)

(4･66)

が得られた.この制御器は実際に入力が発散するような特異点を持たか､ことが

確認できる.

この制御器を用いたときのｼﾐｭﾚ-ｼｮﾝ結果は以下のとおりである･すべ

ての状態量が原点に有限時間で収束していることが確認できる･

年A4高次のﾁ工ｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する同次有限時間整定制御の

まとめ

本節では,前節で提案した1次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する不連続な同次有

限時間整走制御器を拡張し,従来困難とされていた高次ﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対

し不連続な制御器の提案を行った.提案手法は-切のﾌｲ-ﾄﾞﾌｵﾜ-ﾄﾞ要素を

含まず,しかも入力が発散する特異点も存在しか､･

さらに,もっとも簡単な高次ﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対して実際に制御則を設計

し,ｺﾝﾋﾟｭ-ﾀｼﾐｭﾚ-ｼｮﾝによりその有効性を確認することが出来た･

4.5.ﾏﾙﾁｼﾞｪﾈﾚｰﾀを有する非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃ

ﾑに対する有限時間整定制御器

本節では,ﾏﾙﾁｼﾞｪﾈﾚ-ﾀを有する非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑの安走化間題

を扱う.ねこひねり間塵【40]や,平板ではさんだ球の操りなどは,非ﾎﾛﾉﾐｯ
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Fig. 4.5 Sim111ation Results: State
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Fig･ 4･6 Simulation Res山ts: Input

97



ｸｼｽﾃﾑの中でもとりわけ安走化が困難なｼｽﾃﾑとして知られている.この

ようなｼｽﾃﾑは,ﾏﾙﾁｼﾞｪﾈﾚ-ﾀ非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑと呼ばれ,ｼﾝ

ｸﾞﾙｼﾞｪﾈﾚ-ﾀｼｽﾃﾑと制御Lie代数の構造が異なることが知られている.

このﾏﾙﾁｼﾞｪﾈﾚ-ﾀｼｽﾃﾑに対しては,まだあまり研究がされておらず,

数少ない制御手法が提案されているだけである.

しかし,提案されている手法には間題が残されている.不変多棟体の考え方を

用いた切り替え制御では無限回の制御則の切り替えが必要であり, Lyapunov関

数を用いた制御則は高次のｼｽﾃﾑへと拡張することができか､.また,両手法

ともに,安走性の保証はできていない.

そこで,これらの間題を解決するために,本節では不変多棟体の考えを用いた

時不変不連続制御器を提案する.提案手法では,有限回の切り替えでｼｽﾃﾑは

有限時間で整走する.ただし,測度oの集合上でのみ走義される入力を用いてい

るため,微分方程式の解としてはいかなるものも通用できないことに注意しなく

てはならない.

4･5･1 First-Order System

最初に,最も簡単なﾏﾙﾁｼﾞｪﾈﾚ-ﾀ非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑである6状態3

入力のFirst-Order-Sys七em(FOS)を考えよう.このｼｽﾃﾑは次式で与えられる.

∬=

100

010

001

.,rl'0 0

∬3 0･0

0∬30

(4.67)

ここで, x-[xl,X2,･･･,X6]Tである.

このｼｽﾃﾑ(4･67)がFirst-Order-System,すなわち1次ｼｽﾃﾑと呼ばれる

理由について少し述べよう･ｼｽﾃﾑ(4.67)を次式のように書き直す.

d: - 91(x2,X3)u1 + 92(x3)u2 + 93u3
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ここで, 91 - (1,0,0,x2,X3,0)T,92 - (0,1,0,0,0,x3)T,93 -､ (0,0,1,0,0,0)であ

る.このとき, x2,X3≠0であれば

span(gl, 92, 93, [gl, 92], [gl, g3], [g2, 93]) - R6 (4.69)

であり, giの1次のLieかっこ積まででﾃﾞｲｽﾄﾘﾋﾞｭ-ｼﾖﾝが構成される･こ

のため, First-Order-Systemと呼ばれる･

このｼｽﾃﾑは, ul=0であればxl,X4,X5は動かか､という性質を持つ.こ

の性質を利用してｼｽﾃﾑを安走化しよう.まず, Steplで∬1,∬4,∬5を安走化

する.それから, Step2で残りの状態量を安定化する･この手法により,全状態

量を安定化することができる.

steplおよびStep2では,前節までに述べたﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する同次

有限時間整走制御を用いる.各ｽﾃﾂﾌﾟでの制御則は以下のようなものである･

Stepla:

状態変数x2,X3,X4,X5を時間Tsl+Ts2 < 1xll以内に有限時間整定できる領域に

移動させる.ただし, Tslおよび℃2はそ叫ぞれ3次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対す

る切り替え時間保証関数である

Steplb:

ul - -SgnXlとして, u2,u3は状態変数x2,X3,苧4,X5を有限時剛xll以内に整

定させる.ここで,叫--Sgn∬1のとき,

孟(Tsl.Ts2) ≦ -1 (4･70)

であることに注意しよう.

Step2a:

ul -0として,状態変数x3,X6を時間Ts3 < Ix2I以内に有限時間整定できる領

域に移動させる.ただし, ℃3は3次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する切り替え時

間保証関数である.

Step2b:

ul = 0,u2 - -SgnX2とし, u3は状態変数x3,X6を有限時間x2以内に整定さ

せる.

これらのStepによりすべての状態量を原点に安定化することができる･
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議論は6状態3入力のFOSに限走して行ったが,岩谷ら[叫と同棟の手法によ

り, -般のFOSに対して適用可能である.

4･5･2 6状態3入力のFOSに対する制御器の設計

本節では,前節で述べた制御器を具体的に設計する.本節では,ﾁｪｲﾝﾄﾞｼ

ｽﾃﾑに対する同次有限時間整走制御を用いることにより,各ｽﾃﾂﾌﾟのaとb

をまとめて設計する.

Stepl

ﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する同次有限時間整走制御を用いて, ul,u2,u3を以下

のように設計する.

u1 - Sgn[Tsl(sgnxl, X2, X4)

+ ℃2(sgn∬1, ∬3, ∬5)】 sgn∬1

u2 - -klfx412r~1 sgnx4 Sgnul

- k2Zx21苧sgnx2

･ u3 - -klJx5I2r-1sgnx5Sgnul

- k2Ix3f撃sgnx3,
ただし,

･sl - C [fJx4f2r-1

･bx4fx2I苧sgn(-x2 SgnXl) + Jx2f2F

･s2 - C [害[x512r-1

･bx5fx3J苧sgn(-x3 SgnXl) ･ Jx312F ,
ただし, kl,k2>0であり, bGi次の2つの条件を満たす.
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)

2丁･-1

L15T-

(2kl)%.

このとき,状態変数∬1,∬2,∬3,∬4,∬5は有限時間で原点に収束する･

Step2

Step lと同棟に設計すると,

ul-O

u2 - Sgn[Ts3(sgnx2, X3, X6)] sgnxl

u3 =･-klLx6I2r-1 sgnx6Sgnu2 - k2Ix3I苧sgnx3,

(4･75)

(4.76)

が得られた.ここで, kl,k2はSteplと同様であり, Ts3はTslやTs2と同じ関数

である.

このようにして,すべての状態量を原点に有限時間整走させる制御則を構築す

ることができた.

このようにして設計した制御則の有効性をｺﾝﾋﾟｭ-ﾀｼﾐｭﾚ-ｼｮﾝによ

り検証する. Fig. 4.7に提案した制御則を用いた際の状態量の変化を示し, Fig･

4.8に入力の変化を示す.

4.5.3 5状態2入力の2つのｼﾞｪﾈﾚｰﾀを有する非ﾎﾛﾉﾐｯｸ

ｼｽﾃﾑに対する制御

本節では, 5状態2入力の2つのｼﾞｪﾈﾚ-ﾀを有する非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑ

に対する安定化間題を扱う.このｼｽﾃﾑは安定化制御則を構築することがもっ

とも困難なｼｽﾃﾑの1つとして知られている.このｼｽﾃﾑは次式で表現さ

れる.

∬=

1 0

0 1

X2 -Xl

∬30

0∬3
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Fig･ 4･7 Simulation Results: First-Order System
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Fig･ 4･8 Simulation Results: First-Order System
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ただし, x-[xl,X2,･･･ ,a=5】T.

x3-0の場合には,いかなる入力を用いてもx4,X5を動かすことはできない.

以下で述べる制御則の基本的なｱｲﾃﾞｱはこの性質に基づく.

具体的には, 2つに分かれる. Step lでは,状態変数∬3,∬4,∬5をoに収束させ

る･それから, Step2で∬1,∬2をoに収束させる.しかし, ∬3,∬｡,∬5をoに収束

させるのは難しいので, Step lをStep laからStep ldに分ける.各stepの具体

的な内容は以下で述べる.

Stepla

ul=-

u2=

x2(x3 - x至+x宣)

(x誉+x宣)(x誉+x宣+x…)喜

･7:] (.,tJ･.3 - x宇+x萎)

(x誓+x22)(x誓+x茎+x…)喜●

のように選ぶ･ここで,もしxl,X2≠0であるならば,

孟(x;･x…)-o

孟(x3 -

となり, ∬3は有限時間で

Step lb

x至+x22) -

(x至+x萎+x32)喜'

x至+x…に収束する.

ul=

u2=-

∬1

例●

(4･78)

(4.79)

のように選ぶ･このとき, ∬1,∬2は有限時閏で0に収束し, ∬3はSteplbの初期
億を保つ.

Steplc

以下のような禰助変数Eを考える.

E -芸x32 -x2X4 +xIX5･
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Then ,

ここで, ∬4,∬5-0のとき

E-x5ul -X4u2･

x3-E-0

である.もし, )x51>1x4Iであるならば,

ul - -I引喜sgnEsgnx5

u2-0,

のように選び,そうでか-ならば,

ul-O

u2 - IEI喜sgnEsgnx4.

とする.このとき, Eの時間微分はそれぞれ

i- -lx5‖El喜sgnE

および

i - -[x4I桔l喜sgnE

(4･85)

(4.86)

(4.91)

(4.92)

となる. Ix51またはtx4のどちらかはこのStepで値が保たれることに注意しよう･

十分な時間が経過すると, Eは0に整走する.また, x3はSteplcの初期値を

保つことに注意する.

Stepld

∬4 Sgn ∬3

X5 Sgn X3

ul=-

u2=-
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のように選ぶ･このとき, x4,X5はE-0を保ちながら原点に有限時間で整走する.

これらの手順によってx3,X4,X5は原点に収束する.

Step2

ul=

u2=-

∬1

のように選ぶ･十分な時間が経過するとき,すべての状態量は原点に整走する.

提案した制御器をｺﾝﾋﾟｭ-ﾀｼﾐｭﾚ-ｼｮﾝを用いて有効性を確認する.

Fig･4･5･3, Fig･4･5･3にｼﾐｭﾚ-ｼｮﾝ結果を示す.

4.6. 4章のまとめ

本章では,ﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対して同次有限時間整走制御則を提案し,ｺ

ﾝﾋﾟｭ-ﾀｼﾐｭﾚ-ｼｮﾝによりその有効性を確認した.
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Fig･ 4･9 Simulation Results:five variables system with 'two generators

107



0 1 0 20 30 40 50 60 70 80 90 1 00

Time

Fig･ 4･10 Simulation Results:five variables system with two generators
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第5章結論と今後の展望

5.1.本論文の結論

同次ｼｽﾃﾑは,近年制御理論において非常に重要な役割を果たしているｼｽ

ﾃﾑである.同次ｼｽﾃﾑは非線形ｼｽﾃﾑではあるが,線形ｼｽﾃﾑと同棟に,

局所的な性質が大域的な性質と-致するという非常に良い性質をもっているうえ

に,線形ｼｽﾃﾑにはか､,有限時間整走制御券が構成できる,あるいは制御器

を設計することが非常に困難なｼｽﾃﾑとして知られている非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽ

ﾃﾑに対する制御則の設計にも適用可能などといった良い性質を持っている･

同次ｼｽﾃﾑには不連続なものも数多く存在する･例えば,ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞ

ﾓ-ﾄﾞ制御器のﾛﾊﾞｽﾄ性を推持しながら有限整定性を有する高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝ

ｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御券や,特走の条件下で厳密に信号の微分を求めることが可能な厳密

微分器などが不連続な同次ｼｽﾃﾑである･ところが,不連続な同次ｼｽﾃﾑに

っいてはほとんど研究がなされてt=なかった.また,非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑに

対する時不変同次制御器についてはこれまで議論がされていなかった･

本論文では,最初に基本的な概念である連続な同次ｼｽﾃﾑの持つ性質につい

て説明し,同次性の非常に有用な応用例である同次有限時間整定制御について考

察した.

不連続なｼｽﾃﾑに対するLyapⅦnovの走理の逆定理はClarkeらのものとRosier

のものの2種類が知られているが,仮走がことなっているため利用しにくいもの

であった.これに対し,本論文ではこれら2種類のLyapunovの走理の逆定理の

仮走を整理し, -つにまとめた走理を導いた.平衡点の性質は制御理論において

非常に重要であるが,本論文ではﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝの平衡

点に関して諌論を行った.同次ｼｽﾃﾑの中には不連続な同次ｼｽﾃﾑも数多く
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存在しているが,本論文では,同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝを新

たに提案し,同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝに対するLyapunovの定

理の逆定理を与え証明した.さらに,同次Lyapunov関数を用い漸近安走なﾃﾞｲ

ﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝの収束性能と同次ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝ

ｸﾙ-ｼﾞｮﾝのﾛﾊﾞｽﾄ性を明らかにした.続いて,不連続な同次ｼｽﾃﾑの代

表例である高次ｽﾗｲﾃﾞｲﾝｸﾞﾓ-ﾄﾞ制御券と厳密微分器について安定性の解析

を行った.

非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑは,連続な時不変状態ﾌｲ-ﾄﾞﾊﾞｯｸでは安走化でき

か､ことが知られている制御器の構成が難しいｼｽﾃﾑである.本論文では,そ

のような非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑに対し新たに時不変の不連続同次制御券を提案

した･まず,代表的な非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑである1次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑ

に対して,有限時間で整走し,制御入力が無限大に発散する特異点を持たず,収

束速度の設定が可能な不連続時不変同次制御器を提案した.さらに,高次のﾁｪ

ｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対して, 1次のﾁｪｲﾝﾄﾞｼｽﾃﾑに対する同次制御則を拡張

し,有限時間で整走し,制御入力が無限大に発散しない不連続時不変同次制御器

を提案した･最後に,ﾏﾙﾁｼﾞｪﾈﾚ-ﾀの非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑに対し,不

連続な時不変同次有限時間整走制御券を設計し,安走性を証明した.本論文で提

案する手法は,これまで提案されている手法と異なり,有限時間で整走し,制御

則の構築が簡単で,制御入力が無限大に発散する特異点を持たか､という優れた

性質を持つものであり,同次性の有用性を確認することができた.

5.2.今後の展望

前章で述べたように,本論文では不連続な同次ｼｽﾃﾑに対してさまざまな検

討を行った･しかし,ﾃﾞｲﾌｱﾚﾝｼﾔﾙ･ｲﾝｸﾙ-ｼﾞｮﾝを用いて非ﾎﾛﾉ

ﾐｯｸｼｽﾃﾑに対して議論することはできない.したがって,新たな解の概念

を生み出す必要がある･また,その際における同次Lyapunov関数が存在するか

どうかも非常に大きな間題である.

また,本論文では1階, 2階の厳密微分器に対して安走性を保証したが,一般
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的な厳密微分器の安定性の保証は出来ていない･これは今後の課題である･

非ﾎﾛﾉﾐｯｸｼｽﾃﾑに対する制御としては, 0でない測度の切り替え領域

を有するﾏﾙﾁｼﾞｪﾈﾚ-ﾀｼｽﾃﾑに対する制御則が大きな間題として残され

ている.
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